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1. — Introduction. 


It has been found in many branches of physics that the solution of a variety 
of problems can be greatly simplified if the basic equations can be expressed 
in the form of a variational principle; Fermat’s principle in optics and Hamil- 
ton’s principle in mechanics are two well-known examples. 

Classical non-relativistic mechanics is based on Newton’s equations of 
motion, which hold without any restriction on the nature of the forces and 
their dependence on the coordinates q,; and their derivatives and the time t. 
An alternative formulation was given by LAGRANGE (cf. e.g. (**)). His equations 
(1) Bee ee Ue ila n 

dt oq; oq: tie oe 

(*) A preliminary report ef this work was presented at the 1951 Washington 
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where q;= dg;/dt, are a consequence of Hamilton’s variational principle 


(2) 5 | q; t)dt =0, 


where L(q, q, t) = L(413 ++ Any Di «+ (ny t). Such a formulation is also possible in 
the case of Einstein’s relativistic equations of motion. However, Newton’s or 
Finstein’s equations can ordinarily be brought into the form (1) only if the 
forces are derivable from a potential V, which is a function of the g; and 
of t alone, but not of the q;: In this case the Lagrangian L equals the dif- 
ference of kinetic and potential energy. One then can pass to Hamilton’s 
form of the equations of motion without difficulty (*) (1%). If the forces do 
not depend on the time (scleronomic forces), the Hamiltonian is a constant of 
the motion. 

Lagrange’s method can be extended to cover velocity and acceleration 
dependent forces F for which one can find a function U such that 


dda 
ai CGi Dara 


(3) F 


The best known example of such a force is the Lorentz force of electrodynamics. 
In such a case L no longer represents the difference of kinetic and potential 
energy. However, one can proceed from the Lagrangian to the Hamiltonian 
formulation as before, and for scleronomie forces the Hamiltonian is still a 
constant of the motion. 

A similar extension of the formalism is possible for certain forces depending 
on higher derivatives of the q; and by special methods (e.g. use of quasi- 
coordinates) to certain other cases. The formalism can also be extended to 
continuous systems (fields) (*), in which case the Euler-Lagrange equations 
of the variational principle become partial differential equations. 

In addition to the well-known usefulness of Lagrange’s method for the 
integration of the equations of motion there are two further advantages: 
a knowledge of the Lagrangian and of its invariance properties enables one 
to obtain all the conservation laws of the system (7%), and it forms the basis 
for the quantization of classical (discrete or continuous) systems (cf. eg) 


(*) For the exceptional case that the equations p; = dL/d4; can not be solved 
for the 4; cf. (575). 
(4) P. A. M. Drrac: Can. Journ. Math., 2, 129 (1950). 
) P. BERGMANN and J. H. M. BRUNINGS: Rev. Mod. Phys., 21, 480 (1949). 
) R. Haac: Zeits. f. ang. Math. u. Mech., 32, 197 (1952). 
7) E. NoetnER: Nachr. Akad. Wiss. Goltingen, Math.-Phys. Kl., 235 (1918). 
) E. L. Hic: Rev. Mod. Phys., 23, 253 (1951). 
) G. WENTZEL: Hinfiihrung in die Quantentheorie der Wellenfelder (Wien, 1943). 
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It is therefore of great importance to know which systems of forces or 
fields can be treated by Lagrange’s method. The first investigation of this 
question is due to HELMHOLTz (!°). He studied the following problem (*): 
Given a set of equations 


(4) G:(4, 4, 4; )=0, i=1,2,...,W 
under what conditions does there exist a function L(q, g, 4) such that 


rp d OL oL 
(5) ee Cd; Oa: ) 

i. e. that G, = 0 are the Euler-Lagrange equations of a variational principle 
of the form (2)? 

The necessary and sufficient conditions were stated in HELMHOLTz’s paper 
without proof of sufficiency (+). A proof was provided later by MAYER (1), 
and for the general case of forces involving higher derivatives of the co- 
ordinates by Hirscu (1?) and by BoEHM (!*). The general problem was studied 
in great detail by KONIGSBERGER (14), who also investigated continuous systems. 

No further studies of these problems appear to have been undertaken, 
except for an occasional rediscovery of old results. In particular, the author 
has not found any suggestions in the literature that even if a set of equations 
is not derivable from a Lagrangian, it might be possible to obtain an equi- 
valent set which is so derivable (*). Some such possibilities are discussed 
in the next section. 


(1°) H. HeLMmHoLTZ: Journ. f. d. reine u. angew. Math., 100, 137 (1887). 

(*) A different notation is used here. To avoid confusion it should be noted that, 
while now the use of qg; for a coordinate and of p; for the canonically conjugate mo- 
mentum is standard, Helmholtz and many other 19th century authors used p; for the 
coordinate and q; for the associated velocity. 

(+) Actually Helmholtz did not consider any explicit time dependence in (4). 
However, as was shown in the subsequent proofs, the necessary and sufficient con- 
ditions given by Helmholtz do not depend on this assumption; thus we shall speak 
of « Helmholtz’s conditions » even if (4) does depend on tf. 

(11) A. MAYER: Ber. d. k. Ges. d. Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Cl., 519 (1896). 

(12) A. HrrscH: Math. Ann., 50, 429 (1898). 

(18) K. BoEHM: Journ. f. d. reine u. angew. Maih., 121, 124 (1900). 

(14) L. KONIGSBERGER: Die Principien der Mechanik (Leipzig, 1901). 

(x) For the case of a single equation such a possibility was considered by HIRSCH ( 
and (for a second-order equation only) by DARBOUX (15). 

(15) A. HrrscH: Math. Ann., 49, 49 (1897). 

(1) G. DarBOUX: Legons sur la théorie générale des surfaces, III® partie (Paris, 
1891), p. 53. 
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9. — Methods for extending the range of applicability of Lagrange’s formalism. 


Several methods appear feasible to obtain sets of equations which are the 
Buler-Lagrange equations of a variational principle, from a set which does 
not have this property: 


1) It might be possible to obtain such a set by multiplication of the ori- 
ginal set by suitable « integrating factors » f;, which may themselves depend 
on t, the g; and their derivatives. Thus for the particular equations (4) studied 
by HELMHOLTz one might try to substitute the set 


(6) ila, 'G, DG = 05 4 =I, 2,..3, 25 


a dependence of the f; on gq: and higher derivatives has to be excluded, as 
otherwise the differential equations (4) and (6) would not be equivalent. 


2) One might also try to substitute linear combinations of the original 
equations. Thus Helmholtz’s set (4) would be replaced by 


(7) > fol4, q) t) G; = 0, i, j = 1, 2, 009 Ne 


A particularly simple, but non-trivial, special case is the one where the fi; 
just produce a permutation of the original set. The possibility of such a per- 
mutation implies that both method 1) and Helmholtz’s original problem have 
not been formulated unambiguously, because they presuppose an initial (ar- 
bitrary) ordering of the set of equations under consideration. Until method 2) 
has been developed, we shall therefore have to investigate method 1) consi- 
dering an arbitrary ordering of the original equations, it being understood that 
the results obtained will have to be applied also to all other possible or- 
derings (*). 


3) One might try to replace the q; by other variables in the formulation 
of Hamilton’s principle. Ordinary coordinate transformations are well known 
to leave Lagrange’s equations invariant, and thus can not provide any help 
in our problem. However, other possibilities exist and require systematic 
investigation. The choice of the basic coordinates is expected to be part- 
icularly important in the continuous case, as exemplified by the case of the 
electromagnetic field: although Maxwell’s equations are written most con- 


(*) Note added in proof: For a preliminary report on results obtained on method 2) 
see Bull. Am. Phys. Soc., 1, no. 7 (1956), paper no. 12. 


Mase 


re i e i ewe ON Nyc el A ee wR, eS 
= VA b ina SEL Vera f 4 A <P 


ne 


THE RANGE OF APPLICATION: OF THE LAGRANGE FORMALISM - I 367 


veniently in terms of the electric and magnetic field vectors, the usual Lag- 
rangian formulation requires that they be expressed in terms of the scalar 
and vector potential (3:). 

In this and subsequent papers a systematie investigation of these methods 
shall be attempted. The first two papers shall deal with the particular case 
considered by HELMHOLTZ, i.e. a system of second-order ordinary differential 
equations. 

It should be noted that any extension of the range of applicability of 
Lagrange’s formalism implies a similar extension for Hamilton’s formalism 
and the Hamilton-Jacobi theory, as these are based on the existence alone 
(and not on any special form) of a Lagrangian (**17). In particular, the Hamil- 
tonian is a constant of the motion provided only that the Lagrangian does 
not depend on the time explicitly. 


3. — The Helmholtz conditions and the integrating factors. 


The conditions which were found by HELMHOLTZ to be necessary and suf- 
ficient (*) for the existence of a form (5) of the set of equations (4) are that 
the following relations hold identically for all i, k =1,2,..., n: 


(8) = = n) 
Cr Cd; 


ag, 0G, d (ee su 


(8) MT PALA CAPI ARL? 


0G, 0G, 0G 
(10) ia SNE ee (se FA): 
Ode Odi 2 dt \cq:. CFi 


It follows immediately from (8) and (9) that the G, must contain the q, only 
linearly. This condition can not be relaxed by the introduction of « integrating 
factors » f,(q, 9, t); thus we may assume without loss of generality that our 
equations (4) are of the form 


(11) Gi = bi Gim(% 4 Gn DE Gi(4; q, t) =0 ’ i, i = 1, 2, seey IM. 


m 


(7) L. NorpHEIM and E. Furs: « Die Hamilton-Jacobische Theorie der Dynamik », 
Handb. der Phys., 5 (Berlin, 1927). 

(*) In Helmholtz’s and related work (1°) it was always tacitly assumed that 
the G,; are differentiable and integrable to the degree required. We shall make the same 
assumption in our investigations. 
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If the original equations are not of this form, our method 1) alone can not 
lead to a set of equations derivable from a Lagrangian. 

In the following we shall also assume that the determinant of the G;,, 
does not vanish: 


(12) |Gim| #0. 


If this condition were not fulfilled, our set of n, second-order differential equa- 
tions would be equivalent to a set of »—vr second-order equations plus r 
constraints—a case to be considered separately; it corresponds to the excep- 
tional case mentioned in the introduction (**). 

Our problem consists in obtaining a set of conditions which the G,,, and 
the g; have to to satisfy to assure the existence of integrating factors f;. We 
first establish the following 


LEMMA: Let an ordered set of equations 


Gi = Î(4; qd ){X Gim(% q t)Qm-+ UAC qs t)} a 0, i, m= 1, 2, ae n. 


be given. Then for the existence of a function L(q, q, t) such that 


Gi db OL 


+ di th: Og 


the following conditions are necessary and sufficient (i, k, m =1, 2,..., n): 


(A) Ga = fari , 
Of Gim Of Gem 
B ann 
(B) CÀr cdi 
Of: 9: è Ofc Gx 9 f Of Ge . Cf: Gin) 
(C) Od: da C4: TH a z On Um = at if ’ 
Of; Gim Ofer Crm ce. 1 0 tig. Of. Ix 
(D) Be ete cay CALI Nee 
Cdk Cd: 2 COm \ CF Cd: 
OF Gi Ofc Ie at NPG) CA Of: Gi Of Ge 
E Bete Tiga J. ee 
be RE ei mee ORG: Ra 


For the given set of equations to be derivable from a variational principle, 
they must be subject to the Helmholtz conditions (8)-(10). Then Eq. (A) 
follows from substitution of the set into (8). To obtain the other relations we 
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note that 

d mee MT, Padus 0 
13 ge m Ase nar miao AT 
( ) dt 2 (i CE m = “ COm sa 4 I) 2 ci 


After substituting the set into (9) and using (13) we obtain an expression 
which, like (9), has to hold identically. Therefore the coefficient of each term 
proportional to one of the q,,’s has to vanish separately, which requires Eq. (B). 
The remaining terms of (9) constitute Eq. (C). Similarly after substitution of 
our set into (10) and use of (13) we obtain an expression in which the coef- 
ficient of each term proportional to ‘Gn; ny GnGm: 20d g,, (for any mand m’) has 
to vanish separately. The condition for the vanishing of the coefficient of ‘j, 
is again Eq. (B). The coefficients of 4), and 4,4, are 


lo] (% Gimp Of, 2) 
dm CUT di 
and 


Po (Pte — Se) a ae (Ml i 
Gm CGr Ci Cdm GUT cdi 


respectively, which vanish because of (B). Similarly on using (B) the con- 
dition for the vanishing of the coefficient of è, reduces to (D). The remaining 
terms of (10) constitute Eq. (E). 

From the above it is apparent that Eqs. (A)-(E) are also sufficient for 
the validity for the given set of conditions (8)-(10), as we can regain. these 
conditions by recombination of Eqs. (A)-(E) and use of (13). As the validity 
of the Helmholtz conditions is sufficient to assure the existence of a Lagran- 
gian for the given set, this completes the proof of the Lemma. 

The general case of the set (11) shall be treated in a subsequent paper. 
In the present paper we shall consider the special case 


(14) alle Gs. 0; fore 4.4 mM, 


Because of (12) we can then divide G, by G,;, i.e. we can bring our set into 
the standard form 


(15) Gi + 9:(4, 4, t) = 0, i aa 


where g; now denotes the functions g;/G;; in the notation of (11). No 
loss of generality is involved in choosing the standard form (15), as any 
multiplicative functions can be absorbed in the f,’s; therefore all the relations 
in the rest of this paper could be expressed in terms of the previous form 
(11) by replacing g; by gi/G;; and fi; by fiGi:. 
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Clearly any system of second-order ordinary differential equations which, 
treated as a system of algebraic equations, can be solved for the q;, can be 
brought into the form (15). In particular, because of condition (12), the 
system (11) can (with a change in notation) always be brought into this form. 
In this sense the system (15) is equivalent to a very general class of diffe- 
rential equations. 

However, only a very special class of Lagrangian will lead to Euler- 
Lagrange equations which (except for factors) are of the form (15). By our 
choice (14) we have further restricted this class, as it implies such an ordering 
of the set (15) that it is the equation containing g; which follows from Hamil- 
ton’s principle by variation with respect to q; and q;. A permutation of the 
set (15) would necessitate the replacement of (14) by the weaker condition 
that the matrix of the G,,, should only contain one non-vanishing element in 
each row and column. This case is dealt with more conveniently after the 
more general case (11) has been treated. Thus the results obtained in this 
paper are not subject to the reordering discussed in the previous section. 

For the set (15) multiplied by integrating factors f, the conditions (A)-(E) 
of the Lemma reduce to 


Of; 
r PE . i 
(B ) Cdk ) ’ te 
Y pote 
(0) cao LI ae ixk 
C"Or Cg; 
= Of:9i of; . fi 
CG" — 
(C ) C4: 2. Odin An Î Ct , 
(D’) eT by izk4amat 
Cm CQx 
«Of. OF. G: È 
D' — = = ; VA k 
eG ddr CG: Gr” 
Chigi Cfr Ge : 0 0 Of iG: i 
E' AS = ma, ay D # l 
di a oe ee ae 


for i, k, m = 1, 2,...,n. Our problem now is to separate these relations into 
a set of conditions on the given functions g;, and a set of equations for the 
determination of the integrating factors f,. 


4. — Integrating factors for a single equation. 


We shall first consider the case of a single second-order differential equa- 
tion. We shall establish 


as, re 
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THEOREM I.1: Let a single equation 
(I.a) G,= Ie + GalGar dot) = 0, 
be given. Then there always exist functions f.(q,, q,,t) and L°(4,; UP t) 
such that 


(I.b) ‘4 di0L° OL” 


STE RAR 
If 9g, does not depend on t explicitly, there always exist functions f, and L* sa- 
tisfying (I.b) which also do not depend on t explicitly. 


THEOREM I.2: Eq. (I.b) can be satisfied provided f, is any solution of the 
equation 


OUUPE 09 fa: olnf, 
det e 


(1.1) Ja 


If 9g, does not depend on t explicitly, Eq. (I.b) can be satisfied with L* not explicitly 
depending on t provided f, 1s any solution of Eq. (1.1) which does not depend 
on t explicitly. 


We note that for the single equation (I.a) the set of conditions (B’)—(H’) 
reduces to the single relation (C’). As f, must-be unequal to zero, we then 
obtain immediately Eq. (I.1) of Theorem I.2, which is also sufficient for the 
existence of the Lagrangian L* for f,G,, as the set (B')-(E') was sufficient. 
Methods for the explicit construction of the Lagrangian are known (!!!5) and 
need not be discussed here. It is clear that the necessary and sufficient con- 
dition for the possibility of choosing a function L* which does not explicitly 
depend on ¢ is that f,@, be not explicitly dependent on t. Because of the form 
(I.a) of G, this requires that both g, and f, do not explicitly depend on ¢; but 
if this is the case for g,, clearly Eq. (1.1) possesses solutions with the same 
property. This completes the proof of Theorems I.1 and 1.2. 

Thus any second-order ordinary differential equation for a single unknown 
is equivalent to one which is derivable from a variational principle. This fact 
has been known to mathematicians before, but has not been recognized in 
the literature of physics. The mains results of our theorems were established 
by DARBOUX ('*) and Hirscu (!°). 

We note the following 


COROLLARY 1: If g, is a function of q, only, eq. (I.b) can be satisfied with 
te È 
fa= fe Ra Ae Ja Aq. ’ 


where f, is an arbitrary function of its argument. 
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5. — Integrating factors for an irreducible set of equations. 


Now we consider a special system of second-order differential equations. 
We note 


DEFINITION 1: A set f of equations 
GF (q, ++ Wp 5 qi nes die: qi ves ie t)=0, i= 1, 2,... Bns Br > 2, 

is called irreducible, if it can not be divided into subsets such that the variables 
of one subset have no index in common with the variables of any other subset. 

Now we establish 

THEOREM II. Let an irreducible set B of equations 
(II.a) G=4q:+ g.(q, qt) =0, i =1, 2, 2588 
be given. Then for the existence of functions f;(q, q, t) and L®(q, q, t) satisfying 


adran’ -oLt 
TIENI coe 
(II.b) fiG? TEE Mas TPL 


the following conditions on the first derivatives of the gi are necessary for allrA~s: 


If (« Case 1») 


09, Cg. 
(IT.1) any ci 2107 then of: ae Oe 


If (« Case 2») 


r la r 0 s Ò DI 
(II.2) ANY ae — (i UU a #1), then > =0 and = = 
If (« Case 3 ») 
Cg 04, 0g; 04s 
He = = ) = = ? —_—_ = 0 Pi 
(11.3) any n 0 and xi 0, then sa 0 and da; 


Conditions (B’)-(E’) of Sect. 2 are necessary for (II.b). From (B’) and (©’) 
we get 
(16) f 


È 
09s 
Cdr 


Cg, 
¥. Cds 


+ fi 


0% ro 8 


As all f; must be unequal to zero, this implies (II.1). It also implies that if 


siga ta n 
a. CP IC 


> Bag 
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either derivative vanishes, so must the other. Therefore in cases 2 and 3 
Eq. (D”) leads to 


rà Of, US Of. 
dh raga TROIE 
Thus (E’) reduces to 
0g ‘309; 
18 r= —Ji-= 0 S 
(18) f n if a ( 


which implies (II.2) and (II.3). 
Theorem II allows us to introduce 


DEFINITION 2: For any pair of equations r, s of the set (Il.a), satisfying 
conditions (I1.1)-(11.3), «chains» are given by a single «link» C,s such that 


0gs/CGr 

Cie ° =" gi in case 1, 
097/04, 
0g./Cqr ni 

LI = = = Y AS 2 

Ce FICA = in case 2, 


and by 
(PAIA 0 AEREE ae, 


spr 


Ce = Cal ete. 


rpas rp ~ pq spgr ? 


in all cases, provided all links in these expressions are defined. 


These quantities are related by 


THEOREM III: Jf conditions (II.1)-(II.3) are satisfied, there exists at least 
one chain connecting any pair of equations i, k of the set (IIL.a). If Eq. (II.b) 
is to hold, all chains connecting such a pair must have a common value Chix) 


(111.1) On = Onn = Ope = = Con = OF 


Ga 


The first part of the Theorem holds for cases 1 and 2 by definition. For 
case 3 it follows from the irreducibility of the set (II.a). To prove the second 
part, we note that in case 1 we must have from Eq. (16) 

fi _ Ogn/4i 


19 lee tt _ On 
at fi 0g/Cd : 


and similarly in case 2 from Eq. (18) 


fe _ dda _ g, 
fr 09: Cx "wi 


(20) 
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If both equations è and k are linked with a third equation p of the set, we 
must have for consistency 


hi filfo Cin 
(OF = — = = — OF D C : = C; nie 
I A fe/fo Oe p pk pk 9 


which is a special case of (III.1). The general necessity of that relation follows 
similarly from the requirement that all possible expressions for the ratio of 
two integrating factors must have a common value: 


(21) li = Cin = Cai - 
fi 


For these factors we have 


THEOREM IV: For Eq. (IIL.b) to hold the integrating factors f; must satisfy 
the following equations for all i and k Ai: 


(IV.1) fe = Cafe, 

(IV.2) Ano 

(Iv.3) É da pri ra 

(IV.4) Dei ua De, 

(IV.5) “a Sa Ft vs rie 

ave) RE gl Omnia + {Cun gat ade 


Eqs. (IV.1) are just Eqs. (21). Eqs. (IV.2) are identical with Eqs. (B’) 
of the set (B')-(E'), which has to be satisfied if Eq. (II.b) is to hold. From 
Eqs. (IV.2) and (D”) we get 


Of; wee Gi 024; 
22 inane 
(22) CFx cu, CHA ats Ba on 
Therefore in cases 2 and 3 we have 
(23) chi =0. 


Ode 


I 
“I 
or 
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Eq. (IV.1) can be written 
(24) In Î. = In fe + In Crk] . 


Differentiating this with respect to g, and using (IV.2) we obtain (IV.3). 
Inserting (IV.3) into (22) and using Eq. (III.1) and the definition of C,, for 
case 1, we can bring Eq. (22) into the form (IV.4); as this expression reduces 
o (23) in cases 2 and 3, it is valid for all ki. 

To obtain Eq. (IV.5) we differentiate Eq. (24) with respect to qg; and sub- 
stitute from Eq. (IV.4) for 0lnf,/0qg;. Eq. (IV.6) is obtained by expressing 
Olnf,/et in terms of the other derivatives by (C”) and substituting the ex- 
pressions (IV.3)-(IV.5) for these derivatives. This completes the proof of 
Theorem IV. 

We now establish 


THEOREM V: For Eq. (II.b) to hold the followiny conditions are necessary 
jor all 1 AK AULA Nt: 


(V.1) as O. 
va oro, 
CV Coins a so ee = GEE È i ; 
(V.5) Ha Cra nc) | ca = 0, 
(V.8) nat a si gi sa Jr ma Incl - 
Sg Ri AREA a, 
Cqi  ©giltdn Gu CH: CI 


DI 
D 
ie 
D 
“(8 
a 
= 


: ie: i . Il Ci; PA FAZI 
(V.9) {Sin = Gm Ba Di Gi O. Ir LI n Opin) = 7 cà 
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Eqs. (V.1) follow immediately from Eqs. (IV.2) and (D’). Eqs. (V.2) are 
necessary to assure that the right hand side of Eq. (IV.3) has the same value 
for all k 47, as the left hand side does not depend on this index. Similarly 
the right hand side of Eq. (IV.5) must be independent of k, which requires 
Eqs. (V.3). 

Eqs. (V.4)-(V.7) will be shown to follow from the compatibility conditions 
for Eqs. (IV.2)-(IV.5). To assure the compatibility of the members of this 
system of partial differential equations of the first order, it is necessary that 
any second derivative of In f; with respect to two different variables be equal 
to the second derivative with respect to the same two variables, but with the 
reverse order of differentiation. 

Eq. (V.4) is necessary for the compatibility of Eqs. (IV.2) and (IV.4) for 
the same index k. To assure the compatibility of Eqs. (IV.2) and (IV.5) we 
must have 


lai. 


0 02g; 0 In Cr 
i Jean = = 0) 
it Smeg a | = 


Because of (V.3) this reduces to the single condition (V.5). Eq. (V.6) is ne- 
cessary to assure the compatibility of any pair of Eqs. (IV.4) with different 
values of the index %. With the help of Eq. (V.3) the compatibility condition 
for (IV.4) and (IV.5) reduces to (V.7). 

To obtain Eq. (V.8) we consider condition (E'). With the help of (0°) 
this can be written 


+ e 0g: fg, ia Of Gi SE Of Ix 
CH Cdk cdi Cn 0g: ; 


oD AI ib 
ee) 1{ 3 Gm 5g Um ta 
We substitute for 0f,/0q, and 0}/09; from Eq. (IV.4). In case 1 we can replace 
fx from Eq. (19) by 

Og:/Cdx 


gfe. 


After some cancellations and rearrangements Eq. (25) becomes 


0 © 0 |%I: Ogi gi | 09: , Og: OGulOqi 

2 dm = nasa; = Pag oe 5 n = FM ayaa 

ae ct Chi CGS CH Odi Cla | Cdn Gr CGe/ C4: 
Dividing this by é9;/0q, we obtain (V.8). 
To obtain (V.9) we apply the operator 


NOR, 0 
Dina} di 
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to Eq. (24) and use (C”). We get 


Ofigi _1 Of ge | {> a 0 


al 
fi Cd: he CF I m 456, 


0 
SE at In Cra, 
which becomes on substitution of (IV.3) 


Tg dd: RO Cd 


0 i ol i 0 & l . 
5} PISTA SIC NE - > E Cus Se +13 in Um oca - +} In Cr L 


Rearranging this we obtain Eq. (V.9), which completes the proof of Theorem V. 
We finally have 


THEOREM VI: For the irreducible set (II.a) the conditions (II.1)-(II.3), 
(III.1) and (V.1)-(V.9) are sufficient for the existence of functions f,(q, q, t) and 
L*(q, q, t) satisfying Eqs. (II.b). Eqs. (II.b) can be satisfied with functions f; 
and LF not explicitly depending on t provided the additional conditions 


0g: 
VI. — = ( 
= Cg: to] In Chix) 029m . 
I PSI; È 4 | > 1 ME 
(V 1.2) Cà a Gi Cà Î ino ol Im ge 
02 gi lo In Cra] ti < 
c L= 0 iv a Vy 
"là {Cun cd dg; ji ie h o; 


hold for all i. 


The proof of the first part of Theorem VI will be given in three steps. The 
existence of functions f; with the desired properties is established by first 
showing that the conditions stated are sufficient to assure the compatibility 
of the system of partial differential equations (IV.2)-(IV.6) for a particular f;; 
then it is shown that this system possesses such solutions for all different 
values of i which are related by Eqs. (IV.1). A prescription for obtaining 
the integrating factors f; thus being available, it is finally shown that the 
conditions stated are sufficient to regain the set (B’')-(E') of Sect. 3, which 
is itself sufficient to assure the existence of the Lagrangian Zf. 

Thus we first investigate the compatibility of Eqs. (IV.2)-(IV.6) for a 
particular value of i. We first consider the compatibility of the set (IV.2)-(IV.6) 
with one of the Eqs. (IV.2). Clearly Eqs. (IV.2) for different values of k are 
compatible with each other. For compatibility of (IV.2) and (IV.3) we must 
have 

2 In Car 


dre = 0, ist sete 


CHC: 


TA E e Oe a ee ee RIRSAA ES SE 
i rr hed e PSE Sa 
Ù N ASS pa ni 
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Because of (V.2) this is equivalent to 


o? In Cun 
( ) Cd: C4 ’ 
As In Ci] equals the sum of the logarithms of the links composing the chain, 
we will investigate the expressions 


o? In C,, 
(27) a 
C4: Ci 
If r =7 and s =/, the expression (27) vanishes by assumption in case 2; 
in case 3 it vanishes because of (V.4): from the definition of C,; this condition 
can be written 


0° In 0g,/g; , © In eg;/eq, © In 091/04; 


De =) 
ogieg; 2 * Ch C4: 2 

and applied with è and / interchanged, as 
0? In 0g; /0q, A 0 In èg:/04; d ln 0g;/eq. _ n 


C404: Cdi Ci 


subtracting the second equation from the first one, we obtain 


0? 0g:/€4: 
ie wT 1 Rio = 0) , 
Cqi Cd = OG /CG, 
which is the desired result. 
If r =i and sl, the expression (27) vanishes in case 1 because of (V.1). 
In case 2 it reduces to 
02 In 09,/0q. 


Sa 
Cqi Ci 


as 0g:/04; vanishes by assumption. If 0g;/0@ = 0, this expression vanishes. 
If 0g;/0q, 40, this is not necessarily the case; however, then there would be 
a link C,,, and thus (26) would follow from the considerations of the preceding 
paragraph by (III.1). The case ri, s =! can be treated similarly. 
Likewise, if in expression (27) all four indices are different, it vanishes in 
case 1 because of (V.1); in case 2 it vanishes by assumption if dg,/¢q,=0g,/eq.=0. 
It does not necessarily vanish if one or both of these derivatives are unequal 
to zero. However, if @g,/0q; 40, there would be a link C;,, and if ¢g,/0q,40, 
there would be a link C,. In either case Eq. (26) would follow from the 
previous results by (III.1). Thus Eqs. (IV.2) and (IV.3) are compatible. 
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For compatibility of Eqs. (IV.2) and (IV.4) we must have 


0 0? 
I ‘nn pal = 0, k,lA%. 


For 1-4 & this is a consequence of (V.1); for 1 =k it is the previously re- 
quired eondition (V.4). 

The compatibility of Eqs. (IV.2) and (IV.5) was discussed in the proof 
of Theorem V and is guaranteed by conditions (V.3) and (V.5). 

The relation necessary for the compatibility of Eqs. (IV.2) and (IV.6) can 
be reduced with the help of our previously obtained compatibility conditions 
for Eqs. (IV.2) and (IV.3)-(IV.5) to the form 


gi 09: 0 In Cur 
(TDI rn  COy Ved, 


091 


Cui oq? 


2 ihe kj lA. 


In cases 2 and 3 each term in this expression vanishes separately. In case 1 
we can replace C,;) by C,; and divide the equation by ¢g,/éq,. Using the de- 
finition of C,,; we obtain 


Oln Cra. dn 09:/%Ùd: 


On 0g,/Cq. , 
Gi C4: gi 


= 0, 


which is the same as 
dnsos RM oln Cu ni 


CSS 


This relation is satisfied because of (III.1) and (V.2). Thus Eqs. (IV.2) are 
compatible with all the other differential equations of the system considered. 
The compatibility condition for Eqs. (IV.3) and (IV.4) is 


2 i lo) 0? È 
ee a gi ae kelly 
0g. C4: Cqi Cgi 


Because of (V.2) only the case 1 =k has to be considered. But then our 
condition is just Eq. (V.5), with è and k interchanged. Similarly the compa- 
tibility condition for Eqs. (IV.3) and (IV.5) is 


which is Eq. (V.4) with i and k interchanged. The compatibility of any pair 
of Eqs. (IV.4) with different values of the index k, and of Eqs. (IV.4) and (IV.5), 
was considered in the proof of Theorem V, and is assured by Eqs. (V.6) and (V.7). 


25 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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It remains to investigate the compatibility of Eqs. (IV.6) with Eqs. (IV.3)— 
(IV.5). The condition for compatibility of (IV.3) and (IV.6) is 


0° In Cyn ©°9i | Ogi On Cra 0? In Cri 
oa e a da 


o? : o: In € 02 0 ln Ci 
Uk: Me [ik] + ; Yi {ik] 
+2, sl ed ike 0a, LT Con Ogi Og: |" 


Now we have 


d {o ‘ °Im| 0? In Coit 0? In Cra 
0d: pri oq? J > C4: CAm it CI; Om ; 


by (V.5) and (V.2). Substituting this in the previous expression and re- 
arranging we get 


SEO lo ol0ln Ci 
D) ee vy 
(28) { 2 an dim | dI va} dd: 


079; 0g; d ln Cra EC Og: — © ln Cri 
= di 04: Cqi sa dr i 


Using Eq. (26) we can rewrite the left hand side of Eq. (28) 


dolficonta ona ° 21 
API dani nr agi aq: da Vi: Cral + 


Og: © In Crm 0 In Cun Og: o In Opin 
dd Cd 04: OG: «CRI 


By (V.9) this is equal to 


se ba se +5 gr lo In Cur 0 In Cr <a 0g: lo In Cur 
CF: CF: dr di dx Ogi Cg: CF: È 


Therefore Eq. (28) reduces to 


O29; OG Ò In Cun 1% lo, 09; 
cdr 0gg Caf = COs wel age 


In cases 2 and 3 each term of this equation vanishes separately. Im case I 
we can by (III.1) replace Cr; by Cx, which is given by (19), and thus obtain 
an identity, assuring the required compatibility. 
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The condition for compatibility of Eqs. (IV.4) and (IV.6) is 


sa 02g; 09; O In Cun 0? In Cri 


= — — — ( : 
cdi Ogu CUT CGi di CUT 
°Imf Ò { og, dln Cin] ; 


a fo ie 
m mi . Sa ik] A a9 TRAMA ° 
+ Eng Omo ae tanta — da ) 


-- 


Because of (V.2) and (V.3) only the case 1 = k has to be considered. Changing 
the last three terms by means of (V.5), (V.6) and (V.7), respectively, adding 
the vanishing expression (V.4) multiplied by g,, and rearranging, we can write 
our condition 


> . lo lo, lo) Ò 029 029; 09: o) In Cha 
2 n TE O + 0 RR = shi fs 
iù {2 dn atta (- om Ppa Ge tae Ca 


In case 3 each term of this equation vanishes separately. In case 2 the left 
hand side vanishes; on the right hand side we can substitute for C;;,; from 
(20), and the two terms are seen to cancel. In case 1 the left hand side can 
be written, introducing the abbreviation fe} to denote the operator acting 
on — Cru 029,/09? in Eq. (29), 


o? o fo 0 
— eR Cra [{...} In Can] — Craze alae 3 In 4 | - 


Or Ogi 0 Ir Ò 0 n 9) 
Hedi Og: CG: dd: Ode qi a? 


By (V.8) and (V.9) this equals 


- O79 0 gn Ogi As Ir Og:ildan | 0gx/d4: ni OF CRI 
cdi  |eq Cd “0g: | edi \OgilCde È Ogle: — Cd 


E Ofer 09 | 
— Cra 


cai CG? | cdi CdC dd 


With the help of (III.1) and (19) this can be reduced to the right hand side 
of Eq. (29) as required for the compatibility of Eqs. (IV.4) and (IV.6). 
The condition for compatibility of Eqs. (IV.5) and (IV.6) is 


CRA 0 Og, | Oln dun] Ong: dg; è In Coins 
© ee Oh di dai tdi | Odi di 


lola In On o) f lola Ym . Ò 029; 0 In Sa 
tanta, Tala sarda tag {Con da da Jù 


382 P. HAVAS 


Changing the terms under the summation sign by means of (V.7) and (V.3), 
using (V.4) and (V.5) and rearranging we get 


[al asa all Mi) tia Ca) — 
(30) | > Ina = at dira = Gr A: Il Cory dì <P di sr 


04g: Odi 
3a 09; Og: è In Cri 
“fi Ogi Og: Ùdi Ogi j 


Using the abbreviation introduced previously, we can write the left hand side 
of Eq. (30) 


0g 0g; 0,ln Cum . 09, dn Crary 


. af Cun see| +30 gle 3a Coal Fr Baa Oar ae 


The first term of this expression is just the left hand side of Eq. (29), with è 
and k interchanged, and thus we can replace it by the right hand side of that 
equation, with è and k interchanged; in the second term we make use of (V.9). 
We obtain 


OF C>9x 0 In Crea Ò 0g: Ir 0g; 0 In Cra gr la In Cra 
Og: 04: Og: dd 


which reduces to the right hand side of Eq. (30) as required for the compa- 
tibility of Eqs. (IV.5) and (IV.6). 

This completes the first step of the proof of Theorem VI, showing that 
the conditions stated in the Theorem are sufficient to assure the compati- 
bility of the system, of partial differential equations (IV.2)-(IV.6) for any part- 
icular f;. Next we shall show that solutions of this system exist for all dif- 
ferent è which satisfy the additional requirement (IV.1). 

Clearly not all solutions of the system (IV.2)-(IV.6) satisfy (IV.1). We 
shall show, however, that if we construct a complete set of f,’s (k #7) from 
a particular solution f; of the system of differential equations by means of 
Eq. (IV.1), then each such f, will satisfy the appropriate differential equations, 
and any pair of f,’s with different indices k will again be related by an equation 
of the form (IV.1). 

From Eq. (IV.1) we have 


olnfi Inf, 4 CV pete 


Og: C4: Cqi ise: 


which equals zero by. (IV.3), proving the validity of Eq. (IV.2) for fx. Si- 
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milarly we have 


é In fx GT fe.) 0 In Cao 
ce 0 Cda? 


which by (IV.2) reduces to Eq. (IV.3) for f, as required. Eqs. (IV.4) and (IV.5) 
for f, follow in similar fashion. To show the validity of Eq. (IV.6) for f., we 
consider 


0 In fx DS 0 ln f; E o In Cay 


ot ot ot 


and substitute from (IV.6) and (V.9) on the right hand side. The resulting 
expression can be written 


cln fi gr O ln Cra 079m é In Cra] > 
os ah =z Crt + (0) mil asgl m 
Cu | CqQx ex! C"Fx > di di Om J OE 


039: . 0° @r 0 In Cral » 
+ Cri cq? qi 1 {Cu CHE Cdk qi: 


The sum appearing in (31) can be rewritten, applying Eq. (V.3), 


O79 m é In Chm 0 In Cimil Ò In “| bd 
‘Imk] “Ase + m* 
CIr Am Am Am 


m# ik 


The logarithmic derivatives cancel, as we have 
(32) Cimr) "3 Ctmi) Ct] 


by (III.1), and thus (31) reduces to the required form of Eq. (IV.6) for f,. 
Bevause of conditions (V.2) and (V.3) the above also implies the validity of 
Eqs. (IV.2)-(IV.6) for any value of the index k. Furthermore Eq. (32) assures 
that any two integrating factors f,, f,, constructed from f; by means if (IV.1) 
are themselves related to each other by an equation of the form (IV.1). This 
completes the proof of the existence of a set of integrating factors satisfying 
all the relations (IV.1)-(IV.6), provided all the conditions stated in Theorem VI 
hold. 

The above proof also implies that to obtain a complete set of integrating 
factors f, fg, one has to solve a system of partial differential equations 
for a single unknown f; only. As the system (IV.2)-(IV.6) possesses a unique 


“fio Ca a LA Vo a E td eee en oe 
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solution for Inf; except for an additive constant, f; is uniquely determined 
except for a constant factor. Thus by (IV.1) the entire set of integrating 
factors is uniquely determined except for a common constant factor. There- 
fore essentially the same set of integrating factors is obtained regardless of 
which f,; is singled out initially in the construction of this set from (IV.1) and 
a solution of the system (IV.2)-(IV.6) for a particular è. 

Having demonstrated that the conditions stated in Theorem VI are suf- 
ficient to assure the existence of a set of integrating factors with the pro- 
perties stated in Theorem IV, we can now show that these conditions are 
sufficient to regain the set of conditions (B')-(E') of Sect. 3, which by the 
Lemma are sufficient to assure the existence of the Lagrangian Lf. 

Eqs. (B’) are just Eqs. (IV.2). Eqs. (C’) follows from (IV.1) and (IV.2) 
in case 1, and are, by (IV.2), trivially correct in the two other cases. Eq. (C”) 
is obtained by substituting (IV.3)-(IV.5) into (IV.6). Eqs. (D’) are a con- 
sequence of (IV.2) and (V.1). Eqs. (D”) follow from (IV.3) and (IV.4). By 
(IV.2), Eq. (E') is trivially correct in case 3 and a consequence of (IV.1) in 
case 2; in case 1 it can be obtained (reversing our previous derivation of 
Eq. (V.8)) by using Eqs. (IV.2), (C”), (IV.3) and (V.8) to calculate the right 
hand side of (E'), and then expressing it in the form of the left hand side by 
means of Eq. (IV.4). 

It remains to prove conditions (VI.1) and (VI.2). It follows from Eq. (IL.b) 
that if L® does not depend on t explicitly, neither do any of the products f,@%, 
and also that if none of these products depends on t explicitly and (II.b) can 
be satisfied at all, this can be done with a function Lf which does not depend 
on t explicitly (cf. (1*-15)). From the form (IIa) of @? it follows that if 7,@? 
is not to depend on ¢ explicitly, the functions g; and f; separately must not 
depend on ¢ explicitly. These are just the conditions (VI.1) and (VI.2), the 
latter following from Eq. (IV.6) for dlnf,/et. This completes the proof of 
Theorem VI. 

We note 


COROLLARY 2: If the irreducible set (II.a) satisfies the conditions required 
for the existence of a set of integrating factors satisfying (II.b), these factors are 
uniquely determined except for a common constant factor. 

COROLLARY 3: If in the irreducible set (IT.a) the g,s are functions of the 
coordinates q only, there exist integrating factors f; provided (II.2) and (11.3) 
hold and (III.1) is satisfied with all'Crix; being constants; then all f; are 
constants. 

Corollary 2 was discussed in the proof of Theorem VI. In the case stated 
in Corollary 3, all the conditions stated in Theorem VI are trivially satisfied 
except (II.2), (11.3), (III.1) and (V.9); Eq. (V.9) requires the constancy of 
all Ctint- 1 


+N 
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6. — Integrating factors for the general system (15). 


Now we drop the assumption of irreducibility. We then have 


THEOREM VII.1: Let a system y of equations 
(VII.a) G,=a+9.(¢,9,t) =9, pre RA 


be given. Let this system be divided into a set containing all the subsets B of y 
which are irreducible in the sense of Definition 1, and a set containing the re- 
maining equations of y. Then the irreducible subsets have no variables (with the 
possible exception of t) in common and each equation of the second set is of the 


form 


(VII.b) dx + Iq(Ia> 4,1) = 9, 


where q, and q, do not occur in any other equation of y. For the ewistence of 
functions f,(q, q, t) and L(q, q, t) satisfying 


4 9L 0b 
adi cdg. cue: 


(VIL.e) LG: ve Ween 


it is necessary and sufficient that the conditions required by Theorem VI for the 
existence of functions f; and Lf be satisfied for each irreducible subset B. If further- 
more none of the g; of y depend explicitly on t and conditions (VI.2) hold for all 
the equations of each irreducible subset B, Eqs. (VII.c) can be satisfied with 
functions f; and L which also do not depend on t explicitly. 


THEOREM VII.2: If the conditions of Theorem VII.1 for the existence of 
functions f; and L hold, Eq. (VII.c) can be satisfied with 


(VII.1) CESTI E 
È B 


where-each L* is the Lagrangian belonging to an equation of the form (VII.b) and 
depending on the variables of that equation only and each L® is the Lagrangian 
belonging to an irreducible subset B and depending on the variables of that subset 
only; the integrating factor for an equation of the form (VII.b) depends only on 
the variables of that equation and is any solution of Eq. (1.1) and the integrating 
factors for the equations of each irreducible subset depend only on the variables 
of that subset and are solutions of Eqs. (IV.1)-(IV.4). 


From the form (VII.a) of the equations of y a subset f containing f, equa- 
tions also contains the $, different indices of the q,’s and by definition can 
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not contain any others. Thus the irreducible subsets can not have any variables 
(with the possible exception of #) in common, and can not contain any of the 
variables of the second set (with the possible exception of t). An equation 
of the second set must be of the form (VII.b), as otherwise it would be a 
member of an irreducible subset. Thus the system y breaks up into a number 
of single equations and irreducible subsets which have no variables (with the 
possible exception of t) in common, and therefore the rest of Theorem VII.1 
and Theorem VII.2 follow immediately from Theorems I and VI. 
We note 


CoROLLARY 4: If Eq. (VII.c) is satisfied with a Lagrangian of the form 
(VII.1), it can also be satisfied with 


L= Do L°+Yoglh, 
& B 


where the c, and e; are arbitrary constants. 


7. — Examples. 


We shall now give a few illustrative examples. Wherever it is convenient, 
we shall use the customary notation for Cartesian coordinates and for three- 
dimensional vectors. Because of the physical interest of some of the equations, 
we shall leave them in their customary form rather than introduce the standard 
form. In those cases in which the Lagrangian does not depend on the time 
explicitly, we shall also give the Hamiltonian 


3 OL 
Bee vedi Pe Odi 


i 


which is a constant of the motion, as discussed in Sect. 2. 
In the following m denotes the mass of a particle and therefore is unequal 
to zero. All other constants and functions are arbitrary, unless stated otherwise. 


Example 1: One-dimensional motion with quadratic damping. 


mà = — tke? + F(x) 
ka ka ka 
lata BED 5 ; L=-mx° exp | + feto exp =| da, 
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Example 2: Damped harmonic oscillator. 


mr = — kr-- Kr, WAA(I anes) 
4imK — k*?>0, hy OPAL 
fi = (ma; ni ka "oi Ku) ’ i= 1, 2, 3, 
Sper 5 mè; 3 Regge 
NERE Di cicli to! ( ee) Fe in (maz + kao; + Kaî)} 
i la;v4imK —k? C:V4imK — k? 4 


H=> Cr, Pitt \/4mK — FP cal 
i 2m 2m 


J . 
Example 3: Damped motion in a force field. 


mr = —kr —Voi(r), 


fe= E: L ={t > a —glr)fe. 


The first two of these examples require only the solution of Eq. (1.1) for 
the determination of the integrating factors. The third example is a part- 
icularly simple case of an irreducible set (except for particular g for which 
one or all three equations are of the form (VII.b), but for which the results 
given are still valid), for which all C,, are equal to 1 and all linkages between 
equations are of case 2 of Theorem II. The following examples illustrate various 
linkages for irreducible sets. 


Example 4: 
ds + Blin +d) + (28 + 52) ols a) = 0. 
Go + k(q1 + 4a)? — (2% + 3) PQs %) =9, 
fi =—f. = exp[2k(q, + @)], 


L =4(q— 4% + 29) exp [2k + @)] 5 
H = (pi — pi) exp [— 2k(qi + 4»)] — g exp [2g + @)] - 
Example 5: 
di + $h(G, + 24045) = 0, 
da + 3h(4, + 20.49) = 0, 
da + Bd — di exp [kg] — 4; exp [kqa]) = 0 
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fi = exp [k(q, + da), fe = exp[K(g:+ 93)]; fs = exp[kgs], 
L = 44, exp [K(g1 + %)] + 345 exp [X(4: + 43)] + 345 exp [has] , 
H = hp? exp [— k(q. + 43)] + 4p3 exp [— K(4: + 43)] + 3pî exp [— kgs] . 


Example 6: 


os 0p(q)/C4: 1 9 
di dey.dqo/dg? =D: ¢ Sl ees 
Py; 


i= ag i Le 2. wi(4:) +9(9), 


d i Di 
H= Y {p:Qp)— [2] -9(0}, where “VX? — p, 


OK ok 


The author is indebted to Drs. W. H. CLoHEssy, S. A. BLUDMAN and 
J. A. McLENNAN for many helpful discussions. 
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CONTENTS. — 1. Introduction. — 2. Experimental results at A=10°. 1. Total 
flux as a function of atmospheric depth. 2. The no-light events. 3. Pulse 
height distributions during ascent. 4. Determination of the fast albedo 
and slow proton intensities at 0° and 60° zenith angles. 5. The slow 
proton intensities. — 3. Experimental results at 2=55°. 1. Total flux as 
a function of atmospheric depth at 0° zenith angle. 2. Pulse height 
distribution at 0° zenith from the Cerenkov detector. 3. The splash 
albedo and slow proton fluxes. — 4. The character of the splash albedo. 
1. Dependence on geomagnetic latitude. 2. Dependence of the splash 
albedo on zenith and azimuthal angle. 3. Dependence of the albedo on 
atmospheric depth. — 5. Reliability of the slow protons and albedo flux 
values. — 6. Conclusions. 1. The East-West asymmetries. 2. The total 
kinetic energy in the primary cosmic radiation. 3. The «-particle to 
proton flux ratio. — 7. Mesons as a source of albedo particles. 


1. — Introduction. 


The purpose of the experiments to be described was to extend knowledge 
of the composition and absolute flux of non-primary cosmic radiation present 
near the top of the atmosphere. The detectors employed were Cerenkov 
detectors inside a defining Geiger counter telescope and were adap tedto 


(*) This work was supported in part by the Joint Program of the U.S. Atomic 
Energy Commission and the Office of Naval Research. 
(+) Now at Department of Physics, State University of Iowa, Iowa City, Iowa. 
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the requirements of high altitude balloon flight. 


K. A. ANDERSON 


These detectors were 


capable of measuring the directional fluxes of fast upward moving charged 
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particles and protons having energies. 
lying in a certain band whose upper 
limit is well below the geomagnetic 
cut-off energy at all latitudes where 
the measurements were made. Such 
information is very useful in di- 
scussing the discrepancies in the 
azimutal asymmetries as measured 
and as predicted by geomagnetic 
theory (‘). It is of further impor- 
tance to the disagreement between 
the primary cosmic ray energy as. 
estimated by two independent me- 
thods, vertical Geiger counter tele- 
scope data (1) and atmospheric ioni- 
zation data (1). 

Flights were made at the geoma- 
gnetic latitudes 10° and 55° North in 
the year 1953. The two flights at low 
latitude were made during Project 


Churchy which was conducted under the auspices of the Office of Naval 


Research. 
pressure of 18.5 millibar. 
ficant data were obtained in 
the pressure interval 50 to 
60 millibar. 

The equipment employed 
and the experimental details 
were essentially the same as 
those used in two flights made 
at A= 40° early in 1952. The 4 
results of these earlier exper- 
iments have already been 
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At both latitudes there were balloon flights reaching a minimum 
In one case (the A = 
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55° flight) statistically signi- 
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published ('). Those exper- 
iments and the ones to be 
described constitute a three i 
point latitude survey with di- 
rectional Cerenkov detectors. 


(1) J. R. WINCKLER and K, A. 


50 


ANDERSON: Phys. Rev., 98, 596 (1954). 
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Reference (') discusses the background to these experiments and describes 
previous work on the subject. It also includes a review of the theory of Ce- 
renkov detectors and a description of the apparatus. Since this information 
is available in published form, only a schematic diagram of the detector and 
its most pertinent characteristics will be presented here. Fig. 1 shows the 
detector unit as operated in the laboratory for the purpose of obtaining pulse 
size distributions from energetic u-mesons. For flight purposes the lead filter 
and the bottom-most tray of Geiger tubes were not used. 

It is clear that in order to distinguish the splash albedo flux the detector 
must be able to utilize the directional properties of the Cerenkov radiation. 
That it does so is shown by Fig. 2. This is the result of a six-hour run made 
at sea level one day previous to its being flown. No lead filter was used and 
the data were passed through the entire telemetering system. 


2. — Experimental results at 2 — 10°. 


21. Total flux as a junction of atmospheric depth. — The telescope counting 
rate as a function of atmospheric depth is shown in Fig. 3 for Flight 1073. 
Fig. 3 shows the characteristic maximum in the counting rate which occurs 
there at about 180 mb depth. The ratio of 
the total counting rate here to the rate at 
the balloon’s minimum depth (18.5 mb) is 2.6. 

We may compare this with previous work _ 16 
done by WINCKLER et al. (?). From their data, 

values of 2.5 at both 2 = 0° and at A= 20° ™ 
are obtained at the same depth. However, 
the total flux obtained at 18.5 mb in this 
experiment is compared with the flux mea- 
sured by WINCKLER, there is a considerable 
discrepancy. Table I gives the various fluxes — 
mentioned above, and it can be seen that the 

previous work gives a result about 30% 6 
lower than the present experiment. A flux 
value of 0.029 was obtained by another 
investigator (*) one day after the present 
experiment was performed. The enhanced 
countig rate observed on Flight 1073 was 
also encountered in a flight at A =55°. Howe- 
ver, in ground runs of the equipment count- Fig. 3. 
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(2) J. R. WINCKLER, T. Stix, K. DwiGHT and R. SABIN: Phys. Rev., 79, 656 (1950). 
(3) G. W. McCLURE: Private communication. 


392 K. A. ANDERSON 


TaBLE I. — Total cosmic ray flux in the vertical direction. 
| ; 
Geomagnetic Flux at 18.5 g/cm? |Flux at counting rate Rati 
latitude in particles/em*-s-sr) Max. (180 g/em?) chav 
| Present experiment 10° .| 0.045 +0.003 | - 0.115 + 0.008 2.6 
(Flight 1073) 
| WINCKLER et al. 0° 0.027 + 0.001 0.070 + 0.002 2.6 
| PE 
WINCKLER et al. 20° | 0.310+0.001 | 0.082 + 0.003 2.6 


ing rates were obtained in agreement with the estimated flux. The high 
counting rate is presumed due to the rather poor telescope design that the 
operation of the Cerenkov detector required. Two of the three counter trays 
were closely spaced, and a great part of the telescope volume was filled with 
Lucite and other matter. The result of this would be expected to be an opening 
of the telescope solid angle through triggering of counters by particles originat- 
ing in nuclear interactions in the Lucite, initiated by primaries from outside 
the solid angle defined by the counters. The cross-section for the production 
of high energy knock-on electrons is not large enough to account for this effect 
since this process becomes important for particles of charge considerably 
greater than one. 

It is possible to put forth an argument against the assumption that the 
counting rate is increased by nuclear events within the telescope though if 
cannot be regarded as really secure. For Flight 1084 the size of the block 
was considerably reduced, and further the matter was located predominantly 
at the bottom of the telescope. This flight reached only 170 mb due to a 
failure of the balloon’s structure, but at this depth the counting rate was 
probably higher than at the same depth on Flight 1073. Now if it is assumed 
that the flux would decrease from this depth to 18.5 mb in the same ratio as 
on Flight 1073 and the flights of WINCKLER, the problem of too high a flux 
value remains. 


2°2. The no-light events. — The Cerenkov detector was fixed in the 0° zenith 
position until a depth of 33 mb was reached. It was observed during this time 
that telescope coincidences were obtained unaccompanied by light pulses on the 
photocathode of the detector. The rate of occurrence of these events is also 
plotted in Fig. 3. Te No-Light events reach a maximum counting rate at 
about the same depth as the total rate but seem to decrease by a geater factor 
in going to the maximum altitude of the balloon than does the total rate. This. 
factor is approximately four, whereas for the total rate it is 2.5. 


dt ca a tit 
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The events producing telescope coincidences but no light on the photo- 
multiplier when the detector is fixed at 0° zenith angle may be put into three 
categories. 


1) Particles below the Cerenkov threshold but with sufficient range to 
penetrate the detector (4). For the equipment used on Flight 1073, L-mesons, 
electrons and multiply charged particles could not meet these requirements 
simultaneously. Charged, heavy mesons and hyperons can cause this kind of 
event, but henceforth they will be attributed to protons since these probably 
predominate over the heavy, charged particles at all depths in the atmosphere. 


2) Fast particles which traverse the detector from below, since their 
Cerenkov light is lost in the trap at the end of the Lucite block. 


3) Spurious events such as side showers which trigger all three trays 
of counters with no particle of 8 > 0.7 entering the Cerenkov detector. It is 
difficult to assess just how this contributes to the rate in any detail, but there 
is evidence that it is not very significant. 


2°3. Pulse height distributions during ascent. — The distribution of pulse 
sizes obtained from the photomultiplier was plotted for the first 58 minutes 
of the ascent on Flight 1073 
while in the 0° zenith position. 
The pressure range covered is 
1010 mb to 160 mb. A similar 
plot is made for the next 38 
minutes 160 —33 mb), at the 
end of which time the detector 
left the 0° zenith position. The 
low pressure data are presented 
in Fig. 4. On Fig. 4 there 
appears a dotted histogram 
which is the distribution of pulse 
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operated at ground level as ex- Fig. 4. 

plained previously. The ground 

level meson distribution has been adjusted so that the voltage calibration scales 
coincide, and for easier comparison, the peak heights have been made about 
the same. It is seen in each of the three distributions that the location of the 
peak of the flight data is not significantly different from the peak location of 
the ground-level meson distribution. It may be also said that there is no sig- 
nificant shift of the peak in the.two parts of the ascent. The main difference 


(4) J. R. WINCKLER: Phys. Rev., 85, 1054 (L) (1952). 
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between the flight and ground-level data occurs for the large pulse sizes. This 
is due to the presence at high altitude of doubly charged particles, showers, 
simultaneous passage of two or more particles and interaction in the Lucite 
radiator, which produce fast charged particles. 


2°4. Determination of the fast albedo and slow proton intensities at 0° 
and 60° Zenith angles. — The data from which these fluxes are obtained are 
plotted in Figs. 5 and 6 for the supplementary zenith angle settings 0° and 180°. 
The data for the 60° and 120° positions are quite similar in appearance. While 
not enough data were accumu- 
lated to provide clear cut pulse 
height distributions, the discrimi- 
nation of the Cerenkov detector 
rie SSR is so high that having established 

that it was working properly (from 
the ascent data) and knowing at 
what pulse height the notch sepa- 
rating the light-producing events 
from the no-light events occurs, 
the analysis can easily be carried 
] out. The criteria applied in the 

0 10 20 30 40 50 ; 
PULSE HEIGHT-ARBITRARY UNITS separation of the two classes of 
Fig. 5. events are indicated in the graphs. 
It is seen that a few events in 
the neighborhood of the notch (pulse height about 10 units) could be con- 
sidered as ambiguous; however, they do not seriously affect the results 

considering the statistics on the counting rate. 

The rate of fast, upward-moving particles (splash albedo) is determined 
directly from the 180° and 120° 
pulse heights. The rate of these 
events in counts per minute is 
taken as the number of pulses to 
the right of the dotted lines in 
Fig. 6, divided by the elapsed 
time in minutes. To obtain the ab- 
solute flux in particles/cm?-s-sr, 
the rate in counts per minute 
must be multiplied by 0.009. 

The no-light events seen in 
the 0° and 60° zenith angle data 
are ascribed to both the splash PULSE HEIGHT-ARBITRARY UNITS 
albedo and slow, heavy particles. Fig. 6. 
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To obtain the slow, heavy flux, which is attributed entirely to protons, it is 
only necessary to subtract the albedo flux from it. This can be made some- 
what more formal by expressing the quantities and their relationships in 
symbols: 

Consider first the 0° and 180° zenith position and let 


nm) = tux of no-light events obtained in the 0° zenith position 

ly = flux of light producing events obtained from the 180° zenith data 

to = flux of fast, upward moving particles (splash albedo from 
180° zenith). 

ho = flux of slow protons producing no light in the detector. The 
direction of these particles cannot be determined by this 


equipment. 

s' = flux of spurious events which contributes to the light producing 
events in the 180° zenith position. 

s = flux of spurious events which contributes to the no-light events 
at 0° zenith. 

Then 
eg rs 
and 


No =% +h +s. 
Solving for hy and a) since J, and », are experimentally known 


MST 


ho = ly NM + (8 — 8’). 


It is assumed that s and s’ are negligible so that 
a = bo 
Di — ee 


Similar equations hold for the 60° zenith angle. 


2°5. The slow proton intensities. — While there are no other measurements 
with which to compare the slow proton intensities obtained in the present 
experiment at balloon ceiling altitudes of around 20 mb, a rough check can be 
made by using the data obtained as the balloon passes through 300mb pressure 
where measurements have been made in B-29 aircraft. The work was done 
by CONVERSI (*) at 2 = 49° and C. D. ANDERSON and group (°) at 4 = 45°. 


(5) M. Conversi: Phys. Rev., 79, 749 (1950). 
(5) R. V. Apams, C. D. ANDERSON, P. E. LLoyp, R. R. Rav and R. C. SAXENA: Rev. 
Mod. Phys., 20, 334 (1948). 
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These experimenters measured proton intensities in the momentum region 
around 1000 MeV/c, CONVERSI with a counter and absorber arrangement, while 
the Pasadena group used a cloud chamber in a magnetic field. A direct com- 
parison with the present experiments is possible despite the different geo- 
magnetic latitude because CONVERS! has also measured the latitude dependence 
of this component. 

The Cerenkov counter used on, Flight 1073 had an amount of absorber 
equivalent to 28.5 g/em? of air. A proton having this range must have had 
initially a momentum of 640 MeV/c. A proton with f = 0.80 (so that 
p = 1410 MeV/c) emits about half as much Cerenkov light as a particle with 
B very near 1. Protons slower than $ = 0.80 will be regarded as producing 
no-light events in the equipment so that the protons detected must fall in 
the momentum interval 640--1410 MeV/c. From the present data the rate 
of no-light events at 300 mb pressure is (1.4 + 0.5) min-!. This gives an ab- 
solute flux of 0.0126 + 0.0045 particles/cm?-sr-s ina momentum band 770 MeV/e 
wide. The proton intensity we obtain is thus (1.6 + 0.6)-10-* particles/em:?- 
‘sr-s*(MeV/e) at about 1000 MeV/c. Table II gives the data from this exper- 


TABLE II. — Proton intensities at 4=10° in the vertical direction. 
Atmospheric Momentum x 
Observer Method depth itoveal Intensity 
0.7: 10->- 


Pasadena | Cloud chamber in 300 mb 400 —1000 MeV/c 


DD ee particles 
magnetic field 


em?-sr-s:MeV/e 


. 1.1-10-5- 
300 mb ~—| (984 +1043) MeV/e particles 
cm?-sr-s:Mev/e 


Delay coincidence 


a: a 
Moni S 
PONZA apparatus 


pa _— il 


(1.6+ 0.6 *)-10-5- 
(275 +330) mb|(640- 1410) MeV/e particles 
cm?:-sr-s:MeV/e 


Present Cerenkov 
experiment | detector 


(*) Statistical uncertainty only. 


iment and from the other observers. The Pasadena and ConveRsI data have 
been corrected so that they apply to A = 10° using the latitude variation of 
this component as measured by CONVERSI ('). It should be pointed out that 
the choice of f in the calculations above is somewhat arbitrary and affects 
the resulting momentum value (ep = m,c?B/V1—f?) in a fairly sensitive 
manner. However, we are provided with a verification that the Cerenkov 
detector is functioning as a slow proton detector. 

It is found at 18.5 g/em? depth that the rate of light producing events 
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in the 180° zenith position is nearly the same as the rate of no-light events 
in the 0° zenith position, so that within the statistics of these rates the slow 
proton flux could be zero. The «most probable upper value » is obtained by 
choosing the standard deviations so that the largest possible flux value is 
obtained. 

Table IIT gives the flux values of the siow proton component at the balloon’s 
minimum depth for the zenith angles 0° and 60°. 


TABLE III. — Proton intensities at A=10° at 18.5 millibars pressure. 


eam Absolute flux Momentum interval Intensity 
angle 
a particles i particles 
0 = 0.0018. -——_—_--— (640 +1410) MeV/c < 2.3-10-¢ 
m?-sr-s cm?-sr-s- (MeV/c) 
particles È particles 
60°. |< 0.0045 —_ (640--1410) MeV /c < 5.8-10-§ — 

cm?-sr-s em*-sr-s:(MeV/c) | 


3. — Experimental Results at 2 — 55°. 


3°1. Total flux as a function of atmospheric depth at 0° Zenith angle. — 

This variation is distinctly different from those obtained at other latitudes 

in that no marked transition maximum occurs. From Fig. 7, the flux is seen 

to rise steadily with decreasing pressure until 

about 150mb, when it flattens, indicating: 

1) The average multiplicity of the prima- 
ries is lower. 


2) The secondaries are more easily absorbed. 
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The flux value obtained at 18.5 mb is (0.35 + 0.01) particles/em?-sr-s com- 
pared to the accepted value of around 0.23 + 0.01 (?). Again the accepted 
value is some 30% lower than the one obtained here. 


302. Pulse height distribution at 0° Zenith from the Cerenkov detector. — 
Pulse height distributions of good statistical exposure have been obtained at 
mean atmospheric depths of 
10 g/em? and 60g/cm?. They 


“a _ 008 oro 01s 0.29 . : 
PHOTOMULTIPLIER OUTPUT-VOLTS are shown in Fig. 8 and 9. 
SOF: ar These two histograms differ con- 
S s se sa ego siderably from the 2 = 10° data 
30} iL in having a much higher pro- 
Ù i portion of no-light events. It is 
20 © + | also seen that the resolution of 
= Ha the Cerenkov counter is not as 
10 good as at the lower latitudes. 
| This may be ascribed to two 

6 aa 6 ato ee n CAUSeS: 


PULSE HEIGHT-ARBITRARY UNITS : . 
1) Many of the primaries 


Fig. 9. are not producing the maximum 

possible amount of light in the 

detector since the cut-off energy in the vertical at 2 = 55° is about 900 MeV 

for protons. In 20 g/cm? of atmosphere and 30 g/cm? of detector a primary 

will lose about 100 MeV through ionization. Protons of kinetic energy 800 MeV 
radiate at about 65% of the maximum amount of Cerenkov light. 


2) There is an increased flux of secondaries having sufficiently low ve- 
locity to fall into the region of the «notch ». 


The 20 mb data appear to show a much more marked filling up of the 
«notch». In an attempt to understand this effect, the pulse height data were 
broken up into four time intervals, but nothing conclusive was learned from 
this. It can be said that this may be a statistical effect, which has a rather 
low probability of being the cause or that the filling up indicates the presence 
of a group of particles which has different velocity at the two pressures. How- 
ever, it is seen from Table IV that the rate of particles with pulse height less 
than or equal to 19 is probably not significantly larger at 55 mb than at 
20 mb. 

It is possible to estimate crudely the average velocity of this group of 
particles at the 20 mb pressure by comparing the peak pulse height with the 
pulse height at the notch, then using the classical velocity dependence curve. 
The velocity found in this manner corresponds to a proton kinetic energy of 
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TapcLe IV. — Albedo and slow proton data - Latitude survey. 


PI Atm. |Zenith} Total telescope | Fast particle | Splash albedo |Slow proton flux 
depth | angle flux flux flux (20 ~320 MeV) 
he 28.5 0° | 0.0460 +0.0033 | 0.0397 +0.0031 | 0.0068 +00015 . 0.002 
g/em? particles particles particles particles 
| em?-s-sr em?-s-sr cm? -s-sr em?-s-sr 
10° 
18.5 60° |0.054 +0.00388 |0.0424 +0. ;0035| 0.0117+0.0018 0.0045 
ult oe ES RC St, 
23.6 0° |0.184 +0.005 |0.157 +0.016 |0.010 +0.001 |0.018 +0.002 
East |0.151 +0.015 |0.116 + 0.012 |0.0090+0.0009 | 0.0261 +0.0026 
40° | | | 
23.6 | 60° 
West | 0.201 +0.010 |0.166 40.016 | 0.0090 +0.0009 | 0.0261 +0.0026 
|18.5-20| 0° |0.351 +0.011 .235 40.009 |0.012 +0.004 |0.104 40.006 
35° 
| 50-60 0° |0.357 +0.012 |0.245 +0.015 |0.004 +0.001 |0.106 +0.006 


about 700 MeV. The energy loss due to ionization from 20 mb to 55 mb pres- 
sures would reduce the kinetic energy to nearly 600 MeV assuming these part- 
icles are predominantly downward moving. A proton of this energy would 
lie near or in the no-light distribution of the detector. 

Unfortunately, no better analysis of the pulse height distribution can be 
made because it was found that the pre-flight calibration was inconsistent 
due to an effect of the synchroscope which was used in the calibration pro- 
cedure. A post-flight calibration could not be reliably made because this would 
involve the assurance that the gain in all of the many stages of the telemetering 
receiving system could be restored to their former values several days after 
the flight. 


3°3. The splash albedo and slow proton fluxes. — These fluxes are found 
in the same way as before, and their values appear in Tables IV, which is a 
complete listing of all the fluxes obtained at the three different latitudes where 
the Cerenkov counters have been flown. The 40° data have been taken from 
reference (1). It is seen that the slow proton flux is now a very important 
component of the cosmic radiation, it having risen from near zero at the 
equator to a very significant amount of the total flux at 4 = 55°. Here its 
intensity is 13-10-* particles/em?-sr-s: Mev/e in the momentum range 
(640 +1410) MeV/e at 19 mb pressure in the vertical direction. This value re- 
mains substantially unchanged down to 55 mb pressure, and this fact may 
indicate a large degree of scattering of the lower energy primary radiation by 
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the atmosphere so that this effect appears at 2 = 55° and not at the equa- 
torial region. Fig. 10 displays the slow proton flux as a function of geomag- 
netic latitude expressed as an absolute flux and also as a percent of the total 
telescope counting rate. 
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4. — The character of the splash albedo. 


41. Dependence on geomagnetic latitude. — In Fig. 11 the rate of splash 
albedo having velocity above the Cerenkov threshold is plotted in two dif- 
ferent ways. First, as an absolute flux and then expressed as a percent of 
the total telescope rate. It is seen that the absolute flux is not a strong function 
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of geomagnetic latitude, the probable values increasing from about 0.007 to 
0.011 in going from 4 = 10° to 55°. This implies that the splash albedo is 
not a strong function of the primary cosmic ray energy in this region [about 
(1 +10) GeV], so that presumably the fast « reflected » cosmicr adiation is asso- 
ciated with the higher-energy primary flux. 


4°2. Dependence of the splash albedo on Zenith and azimuthal angle. — The 
number of events obtained on the flight at 2 = 10° was not sufficient to pro- 
vide an azimuthal analysis of the splash albedo flux in the 120° zenith angle. 
However, it is possible to say within the statistical accuracy of 35°% (the 
number of counts was 18) that there was no difference in the rate of occurrence 
of these events in 180° sectors from the west and from the east. 

The flights at 2 = 40° give more definite evidence that the azimuthal de- 
pendence of the splash albedo is small and consequently implies that at this 
latitude the albedo is produced by primary cosmic radiation which is insensi- 
tive to the earth’s magnetic field (proton energy greater than about 10 GeV). 

If the albedo is due to particles ejected from nuclear, interactions between 
the primary cosmic rays and the atmosphere, it would be expected that the 
albedo flux is greater at the larger zenith angles. The 2 = 10° data shows 
an increasing flux with increasing zenith angle while the 2 = 40° results do 
not show this. At Z = 10° in going from 0° to 60° zenith, the increase in the 
fast albedo rate is about 70%. This increase is more than three times the 
standard deviation on the flux value. 


4°3. Dependence of the albedo on atmospheric depth. — It is seen from 
Table IV that the albedo at A = 55° decreases by a factor of three in going 
from an atmospheric depth of 20 mb to 55 mb, indicating that primaries with 
large zenith angle are pro- 
bably responsible for the 
albedo effect. This result 
also permits an interesting 
analysis of the no-light 
events occurring at 4=10° 
if the hypothesis that the ? 
splash albedo flux is inde- 
pendent of primary particle 
energy in the region 1 to 1 
10 GeV is used. Fig. 12 
then shows how slow pro- ose 
tons are responsible for all 4 N | 
the no-light events up to a ATMOSPHERIC DEPTH-mbar “O 5005001000 
depth of about 80 mb after Fig. 12. 
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having reached a maximum around 200 mb. This component then drops off 
to a very small value at 18 mb while the fast albedo flux has developed so 
that it is probably responsible for all the no-light events at the highest alti- 
tude attained. 


5. — Reliability of the slow proton and albedo flux values. 


Although there is nothing really conclusive that one can say about the 
reliability of these data, there are a few indications that give confidence they 
are not seriously perturbed by spurious events. First of all, the absolute flux 
values obtained for the albedo changes by less than a factor of two while the 
total flux increases by a factor of eight in going from 4 = 10° to 2 = 55°. 
Furthermore, the albedo flux drops markedly from 20mb to 55 mb depth 
at 2 = 55° even though the character of the radiation has not changed sub- 
stantially. Evidence that the rate of splash albedo events is not correlated 
with the enhanced telescope counting rate comes from the observed rapid 
fall-off of the albedo flux with atmospheric depth at 2 = 55°. However, the 
flux measured by the associated Geiger tube telescope decreases only from 
0.35 + 0.01 to 0.31 + 0.02 in going from 20 mb to 100 mb pressure. This 
slow falling off of the flux with increasing depth at 2 = 55° was also observed 
previously with a counter telescope of very nearly the same stopping power 
(about 30 g/em?). 

The quantity (/) — #6), which is taken as the slow proton flux, drops to 
a very small value at 18.5 mb at 2 = 10° despite the presence of the strongly 
interacting primary beam. If one agrees that the small increase of the albedo 
flux with geomagnetic latitude is due to the fact that there is a large back- 
ground of spurious events due to the very high energy particles present at 
all latitudes, it .must then be agreed that the same radiation produces no 
spurious events which would be assigned as slow protons. A further check 
on the reliability of the albedo flux values can be obtained through a cal- 
culation of the flux of mesons produced in the equipment below the detector. 
At the 180° zenith position the detector looks into approximately 50 pounds 
of material, but at 120° zenith this equipment is outside the solid angle of 
the telescope. In either case, multiple meson events in the Lucite block and 
single mesons produced. in the counters below the Cerenkoy detector that 
move upward with sufficient velocity can produce albedo-like events. The 
details of this calculation and the assumptions involved are very similar to 
those used in estimating the importance of charged z-mesons as a source of 
albedo particles. These will be discussed further on. The result is that no 
more than about 10% of the observed albedo events can be due to meson 
effects. 
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6. — Conclusions. 


61 The East-West asymmetries. — In this section the fast splash albedo 
and slow proton flux data obtained from the Cerenkov counter will be applied 
to the problem of calculating the azimuthal asymmetry in the East-West 
plane. Other effects which can reduce the asymmetries will also be considered, 
and in certain cases for which data exist, a quantitative evaluation will be 
made. The azimuthal effect will be considered only for the East-West plane 
since it is in this case that the measured effect (?) is most pronounced and 
possesses the greatest statistical accuracy. 

There are several phenomena which can reduce the asymmetry values pre- 
dicted by geomagnetic theory on the basis of the number-energy relation ob- 
tained from vertical counter telescope data. Some of these are as follows: 


1) The splash albedo flux. — Cosmic ray particles either primary or 
secondary which are emitted from the atmosphere into the upper hemisphere. 
The data of VAN ALLEN and GANGNES (7) strongly indicate the existence of 
this phenomenon. 


2) Reentrant albedo flux. — These are the splash albedo particles that 
return to the earth due to deflection in the geomagnetic field. Certain pro- 
perties of this flux have -been pointed out by TREIMAN (8), who bases his 
conclusions on a first integral of the equations of motion in a magnetic dipole 
field. An experiment of PERLOW (°) et al. gives some evidence for this phe- 
nomenon. 


3) Meson secondaries produced by the primary cosmic rays interacting 
with the nuclei in the earth’s atmosphere. 


4) Primary particles which are scattered through large angles and thus 
have « forgotten » their original direction. If inelastically scattered, they may 
have velocities below the predicted geomagnetic cut-off. 


5) Departure of the earth’s magnetic field from a dipole pattern. This 
might be caused by ring currents about the earth or perhaps quadrupole com- 
ponents of the field. 


6) Solar magnetic phenomena whose effects reach the earth. 


7) A negatively charged primary component. 


(7) J. A. VAN ALLEN and A. V. GANGNES: Phys. Rev., 78, 50 (1950). 

(8) S. B. TREIMAN: Phys. Rev., 91, 432 (1953). 

(9) G. J. PERLOW, L. R. Davis, C. W. KissincER and J. D. SHIPMAN: Phys. Rev., 
88, 321 (1952). 


404 K. A. ANDERSON 


The first four of these would presumably be atmospheric effects while the 
next two are magnetic effects. The last, of course, depends on the character 
of the primary radiation. In addition to these causes, it is also true that if 
there is a background of non-primary radiation near the top of the atmosphere 
showing no very marked correlation with the azimuth angle in the same 
manner as the primaries, then not oniy the form of the primary number- 
energy relation will affect the asymmetry value, but the numerical constants 
will as well. 

The expression used here to calculate the asymmetry in the East-West 
plane that should be observed by a counter telescope is as follows: 


os [Iw a (Xw "e Yw)] — dx aN (Xx + Yr)] 
H{Iw + (Xw + Yw)] + Us + (Xe + Yo] 


The quantities used are defined as follows: 


Iwa 18 the calculated flux of ionizing particles from the West (East) 
at the depth of the counting apparatus. 


Iwa i the fast splash albedo flux in the Western (Eastern) azimuth. 
Yww iS the slow proton flux in the Western (Eastern) azimuth. 


The experimental data, discussed in a previous section, showed that the 
fluxes of fast albedo particles and slow protons are very slightly dependent 
on the azimuth angle at 60° zenith. Consequently one may write 


x = AZIONI 


E 


PRESA IS 


w E 


where X and Y are the experimental values for the fast splash albedo and 
slow proton fluxes respectively. Let the difference between the calculated 
fluxes from the West and from the East be designated as S: 


Sian T= Lil 
Then the expression for the asymmetry may be written 


N 
(S+(X+Y)+1_x) 


A=, 
2 


From this expression it can be seen that if the differential number-energy 
relation for the primary cosmic rays is expressed as 
KdE 


n(E)dE SEE DI 
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then the asymmetry value on the above model depends not only on the ex- 
ponent in the denominator but on X as well. This is because both S and I: 
contain the number-energy relation, but A and Y do not. It is therefore ne- 
cessary that one have a knowledge of the true primary number-energy spectrum 
in calculating meaningful asymmetry values. 

The expression for calculating the asymmetry value clearly implies that 
beside the meson effect included in the caiculation of /, and S, the only non- 
primary radiations present at the depth of the counting devices are the splash 
albedo and the slow proton flux indicated by the Cerenkov counter. The 
details of the calculations for S and J, will not be given here, but the physical 
phenomena taken into consideration will be listed and discussed: 


1) Multiple meson production. - In their encounter with the nuclei 
present in the earth’s atmosphere, the primary cosmic ray particles are known 
to produce a wide variety of secondary particles. It is believed at present 
that by far the most abundant particle produced is the 7-meson. The secondary 
particles which are charged will, of course, be counted by a Geiger tube arran- 
gement, so it is important to estimate this effect. While no detailed picture 
of the high energy processes is available at the present time, it is possible to 
proceed along definite, if not altogether tested lines in attempting to calculate 
the abundance of these secondary particles near the top of the atmosphere. 
This has been done here from two different viewpoints. 

In one case the theory of Fermi ('°) which considers multiple production 
of x-mesons in nucleon-nucleon collisions is adapted to nucleons striking light 
nuclei. This can be done by introducing 
a nucleon-nucleon cross section for meson 
production (!) and also the average | 
number of collisions a nucleon makes in | 
traversing a light nucleus. According to 
this theory the average number of z-me- 
sons produced in a nucleon-nucleon en- 
counter should depend on the energy of 
the incoming particle. This dependence SE 
is shown in Fig. 13. 

The calculation of /, and S was also 


NUMBER OF MESON PRODUCED 
1,0} IN A NUCLEON-NUCLEON 

| COLLISION AS A FUNCTION OF 
ENERGY ON THE FERMI MODEL 


pt 


| | 
performed for some experimental data go; Exm+1 (GeV) | 
È is 10 100 1000 
of HoRNBOSTEL et al. (!), who studied 
by means of photographic emulsions Fig. 13. 


(19) E. FERMI: Prog. Theor. Phys., 5, 570 (1950). 

(1) W. B. FowLer, R. P. SHuTT, A. M. THornpiKE and W. L. WHITTEMORE: 
Phys. Rev., 91, 758 (1953). 

(12) E. O. SaLanT, J. HornBostEL, ©. B. Fisk and J. E. SMITH: Phys. Rev., 
79, 184 (1950). 
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the multiplicity of fast charged particles from nuclear interactions in 0, N, 
O nuclei. This data show a nearly constant multiplicity from 5 to 30 GeV 
incident nucleon kinetic energy. This is in contrast to the Fermi theory but 
may be accounted for by the difficulty of identifying with certainty the events 
occurring in the lighter nuclei of the emulsion. These results seem verified 
by work of MCCUSKER et al. (™*), who used a counter arrangement to study 
penetrating showers. The reliability of such apparatus is not very high for 
events with low multiplicity so that the average may be appreciably in error. 


2) The angular distribution of the secondary z-mesons. — For each of 
the above described two pictures of meson production, J,, and S were evaluated 
for three different angular distributions of the emitted mesons. These are 
as follows: 


a) Angular distribution in the laboratory system of co-ordinates which 
were obtained from z-meson interactions observed at Brookhaven ("). These 
reactions are due to neutrons of about 2 GeV kinetic energy in the laboratory 
system striking protons in the diffusion cloud chamber. Although this kinetic 
energy is below the primary cosmic ray energy in the region of interest here 
(3 to 30 GeV), if was assumed that the angular distribution in the labor- 
atory system changes fairly slowly with incident nucleon energy in the labo- 
ratory system. Calculations by OSBORNE appearing in a book by Rossi (!*) 
also bear this out reasonably well. 


b) Partly as a way of testing the sensitivity of the asymmetry value 
to the assumed angular distributions, the extreme case of the secondaries all 
being emitted with the direction of the primary was calculated. This 6-function 
distribution will give the maximum effect of the mesons on the counting rate. 


c) The final angular distribution represents an extreme in the other 
direction. It was assumed that the mesons are emitted isotropically in the 
laboratory system but that only those emitted in the front hemisphere have 
velocities sufficiently great to be counted. The integrations were carried out 
so that no meson flux would appear moving into the upper hemisphere. Only 
experimental values of the albedo flux were introduced into the calculation. 


3) Attenuation of the primary cosmic rays. — It was assumed that the 
primary beam disappears following an exponential law with a characteristic 
length of 150 g/cm?. This attenuation of primaries also reduces the number 
of mesons produced as the atmospheric depth increases, and this fact was 


em. 


(3) C. B. A. McCusker, N. A. Porter and B. G. WiLson: Phys. Rev., 91, 384 
(1953). 
(14) B. Rossi: High Energy Particles (New York, 1952). 
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taken into account by using an average number of primaries. The m-mesons 
themselves can cause interactions in which more secondary particles are formed, 
but since the z-meson flux is probably relatively low at the depth considered, 
this process is neglected. 

4) Meson absorption effects. — Mesons are produced at all depths along 
the axis of the detector, but only an average absorption factor was used. 
All the mesons were considered as being produced at a depth half-way to the 
detector and then absorbed with a characteristic length of 100 g/em?. Using 
average effects introduces only a minor error in the final result and allowed 
a vast simplification in carrying out the integrations over the zenith and azi- 
muth angles. 


5) The primary particles have a probability of making two or even 
more meson producing interactions before arriving at the depth of the de- 
tector. This effect was calculated, and it was found that about 18% of the 
primaries interact two or more times in a path of 40 g/cm?, which is the 
amount of material along the axis of a detector tilted at 60° zenith angle and 
lying at an atmospheric depth of 20 g/em?. No account was taken of energy 
attenuation in the first collision, and third or higher collisions were neglected. 
A correction of 18% was therefore made to the meson term. 


6) Correction for the 7°-mesons. — The Fermi multiple production theory 
includes the number of 7°-mesons produced in nucleon-nucleon collisions, 
and since these cannot directly be observed in counter telescope measure- 
ments, the number of mesons was multiplied by 2/3. However, each 7°-meson 
decays into two y-rays within a time of about 10-! s. These y-rays then have 
a probability of producing a pair of electrons in a given thickness of material. 
This is an exponential process with a characteristic length of about 50 g/em? 
of air. Assuming the electrons disappear with a length of 40 g/cm?, it is found 
that a 10% correction must be added to the meson term. 


m 


7) The Z > 2 component. — It is now known that about 30% of the total 
number of nucleons present in the primary cosmic radiation are contained 
in nuclei with magnitude of charge greater than or equal to two electron charges. 
The interaction of two complex nuclei at high energies is a subject little in- 
vestigated since more fundamental interest lies in the nucleon-nucleon phe- 
nomena. Hence there is little basis for attempting to calculate meson mul- 
tiplicities in collisions involving complex nuclei. Furthermore, there is no 
comprehensive experimental study of such interaction by photographic emul- 
sion techniques. 

Two extreme points of view come to mind which will place limits on the 
meson contribution due to the Z > 2 component: 
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a) The nucleons in the heady nuclei act independently of each other, 
and all produce mesons with the same average multiplicity as that predicted 
by Fermi’s theory. 


b) The Z >2 nuclei act as single nucleons as far as meson formation 
is concerned. 


The first point of view would result in an appreciable contribution to the 
meson term, but the latter is probably nearer the truth. This statement is 
based on a brief study of heavy primary events in photographic emulsions 
exposed by the University of Minnesota group. These emulsions had already 
been scanned for such interactions and the co-ordinates recorded. One sees 
that the primary. nucleus breaks up into two, or sometimes more, multiply 
charged fragments, indicating that the nucleons by no means all participate 
in meson production. Consequently for the calculations the second viewpoint 
was adopted. 


8) The primary number-energy relations. - When the vertical counter 
telescope flux measurements (?) obtained at various geomagnetic latitudes are 
plotted against the corresponding cut-off value of proton kinetic energy de- 
rived from geomagnetic theory, it is found that this data can be represented 

by the following expression: 


o4l =58° 1 NC = 0.42 
ì >E) = 
03 | E+1 | 
7 ; 
agi 2 NCE) N(> £) = Pera particles/em?-sr-s . 
3 SLOW. PRO 
(225-600 MeV) 
0.1, —E NON +4 SPLASH ALBEDO FLUX 
One > This is interpreted as being the integral 
0.0 N number-energy spectrum of the primary 
“aa hee | cosmic rays. The kinetic energy, #, must 
002 >|” be expressed in GeV. 
| - 
do: Sh e È | The Cerenkov detector has indicated 
UIQ >~ 
008} = that there are two classes of events 
> 
SE | which, because of their non-primary 
00 
cal \ if character, should be subtracted from the 
002} +o number energy spectrum derived from 
\ the counter telescope measurements. 
001 att Fig. 14 indicates how this subtraction 
E+] - Gev o ae ee i È 
RE process was carried out. Here the abso 


Fig. 14. lute flux is plotted against the cut-off 

proton kinetic energy. The first curve 

shows the vertical counter telescope data, while curves three and four show 
the slow proton and fast splash albedo flux respectively. These have been 
plotted so that the flux values correspond to the cut-off proton kinetic energy 
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for the-geomagnetic latitude at which the measurements were made. Curve 
two is then obtained by subtracting the sum of three and four from curve 
one. This corrected number-energy spectrum has been drawn so that it is 
parallel to the counter telescope data even though there is an indication that 
it may be somewhat flatter. This corrected integral energy spectrum is found 
to be well described as follows: 


0.27 
N(> £) = —_.. 
E+1 
In calculating I, and SN, the differential energy spectrum is required, and 
this is obtained from the last expression merely by taking the differential 
once with respect to E; 
0.27 dH 


aE LH 


The energy interval of the slow protons that have been subtracted away 
from the counter telescope energy spectrum is from 225 to 600 MeV. (As was 
pointed out before, the upper limit is not well determined unless the velocity 
is known very accurately.) Protons with energy much below the lower limit 
ionize heavily and are therefore quickly stopped in the atmosphere. There- 
fore, it is felt that the Cerenkov detector measures nearly all protons in the 
atmosphere with energy below 600 MeV. Unfortunately, no conclusion can 
be drawn about protons between this energy and the geomagnetic cut-olf 
energy at the various latitudes. 


One other important point about the asymmetry needs to be discussed. 
This is the fact that there is a consistency check that can be made on these 
calculations. If geomagnetic theory is valid and if the model on which the 
calculations are based is realistic, than the quantity 


rie sla (Xx cts 5) 


should be equal to the observed Geiger counter telescope flux in the eastern 
azimuth. 

The results of the calculations are presented in Table V for geomagnetic 
latitude 10° and in Table VI for latitude 40°. The situation at 55° need not 
be considered because theory predicts only a very small E-W asymmetry. 

It is concluded from the results presented in Table V that the model on 
which the calculations were carried out brings the calculated East-West asym- 
metries into substantial agreement with the observations (*) made by counter 
telescopes at low latitudes. Furthermore, the calculated and observed fluxes 
in the Eastern azimuth are in close agreement. This allows the conclusion 
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TABLE V. — Comparison of measured and calculated asymmetries in the East-West Plane 
at 60° zenith angle for geomagnetic latitude 10°. 


x Calculated asymmetry 
Geomagnetic 
asymmetry from Measuerd Multiple (Fermi) Experimental Meson 
K/(#H+1)integral) asymmetry (*) meson production data 
energy spectrum 
alee! A B li A aa € 
0.52 0.60 0.56 0.65 
: ; 0.52 51 
0.94 0.55 ee: 0705 52 | (0.75)+| (0.80) | ® (0.76) | (0.87) 
Observed flux 5 
from East at 60° SA pad E 1 
Zenith (14) (calculated flux from East at 60° Zenith) 
0.028 + 0.001 0.025 | 0.028 0.205 | 0.027 


(*) Interpolated from data of WINCKLER ct al. (#4) at A= 0° and 20°. 
(+) Values in parentheses were calculated using as the differential energy spectrum, 
0.42 dE 


E)dE = A 
n(E)dE (Ex) 


that all other effects which might reduce the East-West asymmetry were very 
small or else entirely absent. Specifically, it is not necessary to invoke any 
of the following: 


a) A component of negatively charged primary particles as BHOWMIK (1°) 
and OGAWA and NAGAHARA ('*) have done. 


b) An appreciable flux of reentrant albedo particles at very low geo- 
magnetic latitudes. If it is assumed that the reentrant albedo flux is equal 
to the splash flux, then the asymmetry at 2 = 10° would be reduced from 
0.52 to 0.40. The measured value is 0.55 + 0.05. Such a large value of re- 
entrant albedo is furthermore inconsistent with the calculated flux from the east. 


c) A failure of geomagnetic theory at this latitude. 


The conclusions drawn from Table VI for latitude 40° are somewhat dif- 
ferent although the asymmetries calculated using shadow cone cut-off are in 
fairly good agreement with the measurements. However, the calculated flux 
from the Fast is considerably lower than the observed value. This cannot 
be accounted for by the possibility that the Cerenkov detector does not measure 
all the non-primary flux since the presence of non-primaries will somewhat 
lower the value of I, +(X+Y). In order to account for this discrepancy by 


(15) B. BHOWNIK: Phys. Rev., 89, 327 (L) (1953). 
(16) S. OGawa and Y. NAGAHARA: Prog. Theor. Phys., 5, 428 (1950). 
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Taste VI. — Comparison of measured and calculated asymmetries in the East-West Plane 
at 60° zenith for geomagnetic latitude 40°. 


Geomagnetic Multiple (Fermi)| Experimental 
asymmetry Measured meson meson 
from K/(E+1) asymmetry | production data in carbon 
integral (=>) 
spectrum B C B C 
Calculated 0.191 | 0.188 | 0.238 | 0.252 
Stoermer asymmetry | (0.222) | (0.216) | (0.275) | (0.286) 
cone 0.38 0.26 +0.06 
lente In+(X+Y)| 0.082 | 0.090 | 0.0849) 0.0934 
calculated 0.31 0.39 0.655 | 0.71 
Shadow Asymmetry | (0.56) | (0.54) | (0.78) | (0.82) 
cone 1.18 0.26 +0.06 - - 
limits Int(X+Y)| 0.054 | 0.057 | 0.055 | 0.058 


Measured (14) flux from East (60° Zenith) is 0.106 + 0.004. 


the presence of fast reentrant albedo, it would be necessary for this flux to 
be at least twice as great as the fast splash albedo flux at this latitude. 

The results as A = 10° give confidence that the calculational model is 
correct and that geomagnetic theory is valid. Furthermore, the theory is 
most straightforward for the case of the equatorial plane so that the predicted 
cut-off rigidities carry the greatest weight here. Therefore, it may be that at 
the 40° latitude, the actual cut-off rigidities are below the ones predicted by 
theory. From the results of Table VI the cut-off in the East would appear 
to lie somewhere between the shadow cone (16.5 GeV for protons) and the 
Stoermer cone (5.6 GeV) for protons) predictions. 


6.2. The total kinetic energy in the primary cosmic radiation. — A lowered 
value of the numerical factor in the energy spectrum, which is required by 
the presence of appreciable amounts of non-primary radiation near the top 
of the atmosphere, would clearly serve to reduce the discrepancy between the 
ion chamber and counter telescope estimates of the primary energy. The 
comparison will be made here by considering the energy that arrives per second 
per square centimeter per steradian from the vertical direction between se- 
veral pairs of geomagnetic latitudes. In this way asumptions about the flux 
of geomagnetically insensitive particles are avoided, The energy flux from 
the vertical direction entering between two geomagnetic latitudes can readily 
be obtained from the number-energy relation simply by multiplying by the 
energy, then integrating between the geomagnetic cut-off energies. 

The ion chamber data of NEHER (17) can also be expressed as a directional 


(7) H. V. Newer: Progress in Cosmic Ray Physics (Amsterdam, 1952), p. 243. 
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energy flux through use of supplementary counter telescope data. The details 
of how this is carried out may be found in reference (17). The ion chamber 
data pertinent to this comparison is shown in Table VII, part A. Here the 
total directional energy flux is shown at several latitudes. In part B the first 


TaBLE VII. — Comparison of primary cosmic ray energy obtained from counter telescope 
and ion schamber data. 


Part A - Data of Neher. 


Vertical cut-off Energy from vertical 

A Energy for protons GeV/cm?-s-sr 

pie 1.4 GeV 0.740 

42° 3.2 0.660 

25° 8.7 0.508 

02 12.6 0.413 

Part B. 
Geomagnetic Energy admitted Pe has ne dE 
latitudes in vertical direction 0.42 (@+)p 0.27 ELI 
D 
Ay» dg from Neher data sui ree : 

51° — 42° 0.080 0.16 0.11 
51° — 25° 0.232 0.45 0.29 
51°- 0° 0.327 0.57 0.37 
42° — 25° 0.152 0.29 0.19 
42°- 0° 0.247 0.40 0.26 
259208 0.095 0.13 0.084 


column shows the pair of latitudes selected, and the seeond gives the energy 
admitted between these two latitudes from the ion chamber data. The last 
two columns show the result of integrating a differential energy spectrum of 
the form 
KdE 
n(E)dE = (B41? 

between the vertical proton cut-offs for the two latitudes in the first column. 
In one case K is taken to be 0.42. This represents the best fit to the vertical 
Geiger counter telescope data. In the second case the reduced energy spectrum 
obtained by subtracting away the non-primary radiation detected by the 
Cerenkov counter is used. The form of the spectrum is the same as the counter 
telescope data but K = 0.27. 


wi x ri al ~ Pa ah. * < ° ‘ à E fa % 
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It will be noted that the NEHER data have not been supplemented by esti- 
mates of the non-ionizing energy losses which represent a very important 
correction. However, there is considerable disagreement among different 
investigators of the energy balance problem, on this point and no attempt 
will be made to choose a particular value here. It should also be observed 
that the energy integrals used above are in doubt until experimental values 
for the geomagnetic cut-offs are established for the primary protons. 


63. The a-particle to proton flux ratio. — An interesting consequence of 
lowering the flux of primary particles is the increase of the «-particle to proton 
flux ratio. It would be expected that all but a small fraction of the «-particles 
are primary since the only way high energy non-primary alphas could appear 
is through the break up of C, N, O and heavier nuclei, and these have a low 
abundance. 

Assuming all the measured «-particles are indeed primary and using the flux 
of this component measured at A=55° by Mc DONALD ('8), the reduced energy 
spectrum gives a value of 0.30 for the «-proton ratio. The counter telescope 
spectrum gives about 0.12 at this same latitude. The latter value is very close 
to the ratio of cosmic abundances (1°) of these elements. 

The increased ratio might be taken for support of the hypothesis that 
heavy nuclei are preferentially accelerated at the sources of cosmic rays and 
that the particles travel distances through matter that are long compared 
with a collision mean free path. 


7. — Mesons as a source of albedo particles. 


In discussing this problem it is important to consider the life history of 
a charged x-meson produced in an interaction. The life-time of a charged 
z-meson in its rest system is 2-10-*s and the lifetime in the observer’s system 
is 2-10-*y, where y is the total energy of the pion divided by its rest mass 
energy. For most of the meson the y factor will not be greater than 10 or 
100 and at large angles of emission will be considearbly smaller than this as 
will be shown later. Hence the pion will travel only about 600 m before 
decaying. At 20 g/cm? depth in the atmosphere this corresponds to approx- 
imately a path of 2 g/em?. Consequently the atmosphere only a few grams 
below the telescope can contribute m-mesons. Therefore the counting rate 
due to pions is expected to be very small. However, the charged pions decay 
into muons which maintain the original direction of motion to a very great 


(18) F. B. Mc Donanp: Phys. Rev., 104, 1723 (1956). 
(!*) H. Brown: Rev. Mod. Phys., 21, 625 (1949). 


414 K. A. ANDERSON 


extent. The u-mesons also live about one hundred times longer before de- 
caying into an electron (and two neutrinos). It is thus necessary to investigate 
the behavior of the decay of u-mesons. 

In Table VIII there is listed the kinetic energy, y factor, the distance 
traveled and the amount of material traversed by a py-meson at 20 g/em? 


TapLe VIII. — Range of u-mescens at 20g/cm? atmospheric depth. 


(A Range in 
TERZO Kinetic \ yur, Range at Po 
energy i; în 20 g/cm? depth Ted 

GeV/c GeV g/cm? g/cm* 
0.2 0.0385 1.35 600 2.2 10 
0.2 0.114 2.04 1030 3.7 43 
0.3 0.209 2.90 1 800 6.5 | 100 
0.5 0.420 4.65 2780 10.1 200 
1.0 0.896 9.15 5 440 20 465 
2.0 1.90 18.3 12100 44 900 
10.0 9.84 91.0 60 000 218 | 4000 


depth before decaying into an electron. This table shows that in order to be 
effective in producing a counting rate in a counter telescope, the muon must 
have a momentum greater than about 2 GeV/c. Next it will be shown that 
energy and momentum conservation requirements in x-meson forming re- 
actions do not allow this condition to be met. The way in which this is done 
is as follows: First the following must be specified: 


1) The number of mesons produced in the reaction. 
2) The angle of their emission in the laboratory system. 
3) The energy of the incoming nucleon. 


Then the maximum momentum which a pion can take in center of mass 
system must be found. A relation given by STERNHEIMER (?°) allows this 
quantity to be found in terms of the incoming nucleon’s energy and the rest 
masses of the particles involved. Then by use of Lorentz transformation theory 
the maximum momentum available to the pion coming off at the specified 
laboratory angle can be found. The case of single meson production is con- 
sidered because multiple meson reactions place even a lower maximum mo- 
mentum at a given laboratory angle. Table IX shows the results of these 
calculations. Since the decay muon has nearly the same momentum as the 


(22) R. M. STERNHEIMER: Phys. Rev., 93, 642 (L) (1954). 
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TaBLe IX. — Showing the maximum momentum obtainable by x-mesons emitted at various 
angles in the labortory. Single meson production in nucleon-nucleon collision is assumed. 


Kinetic energy 9 = 0° 6 = 2/3 6 = 2/2 Aree 
of nucleon 
ae Prax (GeV Prax (GeV/c) | Pax (G i 
(GeV) max (GeV/c) max (GeV/c) mex (G&V/e) Pian (GEV /6) 
2 2.91 1.28 0.806 0.461 
3 3.86 1.41 0.822 0.445 
5 5.89 1.505 0.805 0.445 
10 11.02 1.59 0.875 | 0.25 
20 20.90 1.75 0.897 0.46 
50 50.20 127 0.900 0.44 
100 110.0 1.78 0.914 0.43 


parent pion, the calculated P_,.. values may be considered as applying to the 
muons. Now since the albedo observed at zenith angles of 120° and greater 
must be associated with mesons emitted at laboratory angles of 60° and 
greater, it is concluded that the muons (originating from the pions) cannot 
be responsible for the observed albedo unless it should be true that the atmo- 
sphere produces a very great abundance of pions. That this is not true is 
shown by evaluating an integral derived to evaluate the effects of meson pro- 
duction at all layers of the atmosphere below the telescope. The result is that 
if all the pions are assumed to live long enough to reach the counter tele- 
scope, one could probably account for the observed albedo. 

The u-mesons will then decay to electrons which have a very large spread 
in angle of emission and a low probability of penetrating the detector employed 
in these experiments. It is estimated that only about one in twenty electrons 
produced 20 g/cm? below the detector can produce a count that would be 
classed an albedo event. 

It is therefore concluded that z-meson production in interactions between 
the primary cosmic radiation and nuclei present in the atmosphere cannot 
account for the observed splash albedo flux. 


8. — Other sources of albedo particles. 


The mild dependence of the fast splash albedo intensity on azimuth angle, 
zenith angle and geomagnetic latitude serves to suggest the following origin 
for these particles. A primary cosmic ray particle arriving at large zenith 
angle with high energy suffers several inelastic collisions in the atmosphere 
in which mesons are formed. In each interaction the primary can undergo 
a large angular deflection and thus some of the primaries accumulate, in a 
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random walk fashion, a sufficiently large angular deviation to be directed 
away from the earth. 

If one assumes the « mixing » is perfect, i.e. the high energy primaries that 
arrived at large zenith angle become uniformly distributed in directional in- 
tensity over the entire solid angle of the unit sphere high in the atmosphere, 
and calculates what this intensity would be using reasonable values of limiting 
zenith angle and energy it is found that there is close agreement with the 
observed fast splash albedo flux at 18 g/cm? atmospheric depth. 

On this picture it is easy to account for the lack of zenith angle dependence 
at least in a qualitative way. Particles leaving the earth at a zenith angle 
of say 60° entered the atmosphere predominantly at a large zenith on the 
opposite side of the unit hemisphere since in this manner they would need 
to accumulate the minimum angular deflection. For particles leaving at 0° 
zenith angle a larger angular deflection is necessary but in this case particles 
arriving from all azimuthal angles contribute equally well. 

If this mechanism actually contributes albedo particles, then a large fraction 
of them are not geomagnetically bound even at the equator and thus would 
not contribute to the return albedo flux. The calculations made in connection 
with the East-West asymmetry are indeed consistent with a very low value 
of return albedo. A study made with a Cerenkov detector directed downward 
and including an energy loss measurement would be very valuable in verifying 
this hypothesis. Precise results can be obtained with such a device over a 
very useful range of kinetic energy as MCDONALD (!) has shown. 

In all likelihhod the only feasible way to settle the return albedo problem 
will be to completely specify the properties of the splash albedo by experiment 
(it is of course readily distinguished from all other components by its direction) 
and then to calculate the return albedo effects via the proper geomagnetie 
theory. 


The author wishes to express gratitude to Professor J. R. WINCKLER for 
allowing him to complete the albedo latitude survey and for the many helpful 
suggestions contributed to all phases of the problem. Mr. LAURENCE PETERSON 
operated and maintained the ground receiving station in a most efficient way. 
The understanding and generous financial support of the Office of Naval Re- 
search makes possible these and other cosmic ray experiments. 
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Istituto di Fisica dell'Università - Roma 
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(ricevuto il 25 Settembre 1956) 


Dal punto di vista teorico la fisica delle nuove particelle è stata caratte- 
rizzata (+) durante l’anno passato da due circostanze: a) il successo dello schema 
di classificazione di Gell-Mann e Nishijma; b) l’aprirsi e l’acuirsi di varie que- 
stioni, e precisamente: 1) il problema dei due bosoni; 2) la ricerca di metodi 
per determinare gli spin delle nuove particelle; 3) i problemi riguardanti le 
interazioni deboli. 

Corrispondentemente a questa situazione, questa relazione si dividerà in 
due parti; nella prima, molto brevemente, si parlerà della conferma dello 
schema di Gell-Mann e Nishijna che si sono avute, nella seconda invece si 
discuteranno i tre problemi posti. 

Ricordo anzitutto brevemente lo schema di G.-M. e N. L’idea, com’é noto, 
è essenzialmente questa : se si vuole risolvere il paradosso « forte produzione - 
lunga vita media» delle nuove particelle, occorre separare completamente la 
produzione dal decadimento; per questo la via proposta da Pais e seguita 
da G.-M. e N. è quella di ammettere che la produzione delle nuove particelle 
sia associata, cioè che le interazioni «forti », quelle cioè responsabili dellla 
produzione, implichino l’intervento di due nuove particelle alla volta; dato 
poi che all’atto del decadimento una particella nuova si trova isolata, le inte- 
razioni forti non potranno avere alcuna parte nel suo decadimento e di questo 
saranno invece responsabili altre interazioni, molto più deboli, precisamente 
le cosiddette interazioni deboli. 


(*) Relazione presentata al Congresso di Torino, 11-16 Settembre 1956. 
(1) Per la bibliografia sì rimanda ad un più ampio articolo che sarà tra breve pub- 
blicato in collaborazione con il Prof. C. FRANZINETTI. 
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Ora quale può essere la ragione per cui la produzione è associata e non 
singola? Evidentemente deve esistere un qualche numero quantico che si con- 
serva soltanto in reazioni di produzione associata e non in quelle di produ- 
zione singola. Com’é noto G.-M. e N. hanno assunto che il numero quantico 
in questione sia lo spin isotopico; ed hanno mostrato come, ammettendo che 
le interazioni forti delle nuove particelle conservino lo spin isotopico, si ottiene 
uno schema soddisfacente di produzione associata pur di assegnare alle varie 
particelle lo spin isotopico in maniera conveniente. 

Come si assegnano gli spin isotopici alle varie particelle? In modo essen- 
zialmente identico a quello che si segue per i livelli nucleari. Si può cominciare 
col notare che di A° ne esiste uno solo, quindi: 


Si può poi considerare la reazione: 
ici Data ee 
che è una reazione forte, da cui si ricava: 


T,>° = 4 oppure 3; Tg = — 


role 
. 


Se si escludono particelle doppiamente cariche l’assegnamento Tx = 3 
non. è possibile, quindi: 7, = 4, T,. = — + 

Ma allora, se esiste una particella con T = 4 e. T; = — + deve esisterne 
anche una con T = 1, T; = + 4 avente la stessa massa, spin, parità, ecc.; 
potrebbe essere positiva o negativa e noi ammetteremo che sia positiva. Perciò: 

se Coe 1 
Tr+ = 3; Tig+= +E: 

Ma, per l’invarianza della teoria rispetto a coniugio di carica, invarianza che 
noi ammetteremo, devono esistere altri due bosoni, K~ e X° con: 


Così abbiamo assegnato gli spin isotopici al A° ed ai bosoni. 
Si può poi procedere con le altre particelle, considerando ad esempio la 
reazione: . 


mret perdi AC 
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e si perviene alla tabella seguente, che nelle colonne 2 e 3 contiene gli asse- 
gnamenti di 7 e 7; delle varie particelle. 

Come abbiamo detto, lo schema di G.-M. e N. si riassume allora nel dire 
che soltanto le reazioni che conservano 7 e 7, sono forti. Invece di consi- 
derare la conservazione di 7; si può considerare equivalentemente quella della. 


quantità S: 
N 
= 2 (2-3); 


dove @ è la carica ed N il numero nucleonico della particella in questione; se 
T; si conserva, anche S (la stranezza) si conserva dato che Q ed — si con- 
servano in una qualsiasi reazione. Come si vede dalla tabella (colonna 4) le 


DI 


TABELLA I. 

Femioni Q T Th S 
n 0 4 —} 0 
p 1 3 2 0 
A° 0 0 0 — l 
DIS —1 1 —1 —l 
2° 0 1 0 — 1 
Pu 1 1 1 —1 
=e —1 4 —} —2 
= 0 4 + 2219 

Bosoni 
ma — l 1 —1 0 
n° 0 +3) 0 0 
Toms 1 Al 1 0 
K~ =e 1 ag | 
Ke 0 4 4 n 
K° 0 } wet 1 
K+ 1 } 4 1 


particelle normali hanno tutte S = 0, mentre le particelle nuove hanno tutte 
S #0; per modo che se S si deve conservare non si può avere produzione 
singola di una particella nuova da parte di particelle « vecchie »; di più fra 
le reazioni in cui due particelle nuove intervengono, non tutte sono permesse, 
ma soltanto quelle che conservano NS. 

Ora è appunto su questi due punti che quest’anno si è venuta accumulando 
una forte evidenza: essa proviene: 


a) dalle esperienze di produzione in camera di Wilson (0 in camera a bolle) 
sia in H, sia in parete; si può dire a questo proposito che nessun evento fra 
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tutti quelli osservati è incompatibile con lo schema teorico: ad es. nessun 
evento non interpretabile come produzione associata è stato osservato e, fra 
gli eventi di produzione associata, nessun evento di produzione A° + A° op- 
pure X* + X°, in contraddizione con la conservazione della stranezza, sono 
stati osservati; inoltre un risultato che è venuto fuori è che alcuni eventi di 
produzione sembrano necessitare, per essere in accordo con la conservazione 
dell’energia e dell’impulso, l’introduzione di una particella X°, partner neutro 
del X*, come previsto dalla teoria. In particolare il 4° dovrebbe decadere 
presumibilmente secondo lo schema 


Z>A°+y, 


e STEINBERGER avrebbe visto i y, dalla creazione di coppie di elettroni. 
Si può infine aggiungere che un’esperienza molto interessante quando fasci 
sufficientemente intensi di z+ saranno disponibili potrà essere la: 


at + p—> Ut + Kt. 


Poichè i due prodotti della reazione sono entrambi carichi e sono i due unici 
prodotti possibili (a energie sufficientemente basse) la reazione in questione 
permetterebbe una conferma molto definita dello schema teorico. 


b) Dalle esperienze di assorbimento dei KT a riposo. 

Si hanno adesso più di 700 stelle dovute ad assorbimento di KT fine range. 
A parte il fatto che in circa il 20% di queste stelle si vede l’emissione di un 
iperone carico, si può dire che in tutte l’energia visibile è tale da poter essere 
consistentemente spiegata solo ammettendo l’emissione di un iperone (A° o Y°). 
È anche da rilevare che in tutti i casi in cui si osserva dalle stelle l'emissione 
di un iperone negativo che decade in volo e misure sufficientemente precise 
sono possibili, l’iperone non è un #7. Questo significa che non esiste una com- 
ponente apprezzabile di K7 avente S = — 2 e vita media tale da potere essere 
catturati in un atomo. 

Sempre in tema di assorbimenti di particelle nuove si può dire che anche 
l’assorbimento dei =~ fine range (una quindicina di casi in tutto) è in accordo 
con la teoria. 


c) le esperienze relative allo scattering dei Kt e KT in volo. — Secondo la 
teoria un K*, interagendo coi nucleoni, può essere solo scatterato, un K* può 
essere scatterato od assorbito. Questa diversità è chiaramente provata dal- 
l’esperienza; le stelle dovute ad interazioni in volo dei K* sono piccole, il loro @ 
essendo sempre minore dell’energia cinetica del K+ incidente. Quelle dovute 


ad interazioni di K~ in volo mostrano invece nella stragrande maggioranza 
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dei casi un assorbimento del K7. Si hanno adesso dati su due o trecento eventi 
di scattering K* e su un centinaio di scattering KT. 


d) la produzione dei K* e dei K*. — Sebbene misure sistematiche e stati- 
stiche sufficienti non siano ancora disponibili, un fatto è certo e cioè che vicino 
alla soglia la sezione d’urto per produzione dei K* è assai inferiore (50-100 volte) 
a quella per produzione dei K*, in accordo con lo schema. 

Prima di chiudere questa corta rassegna dello schema di G.-M. e N. vo- 
gliamo aggiungere a proposito di tale schema due osservazioni: la prima è 
che, come si sarà visto, i valori di S che risultano dall’attribuzione proposta 
dei 7, alle varie particelle godono della notevole proprietà di essere uguali 
per le particelle appartenenti allo stesso multipletto di spin isotopico. Questo 
è un fatto che la teoria futura sarà chiamata a interpretare; le considerazioni 
di d’Espagnat e Prentky, sebbene interessanti, non possono essere riguardate 
come una spiegazione di questo fatto. 


La seconda osservazione è la seguente; una reazione è forte, secondo lo 
schema, se si conservano 7 e S ossia 7 e T,. 

Ma capita che tutte le reazioni che conservano 73 (ossia S) sono tali che 
può essere automaticamente conservato, onde tali reazioni non dicono nulla 
se la conservazione di 7 sia effettivamente essenziale o no. Per vedere se le 
interazioni forti conservano non soltanto 73, ma anche 7, occorre trovare 
delle conseguenze che discendano dalla conservazione di 7, ma non dalla 
semplice conservazione di 73. 

Ad es. nell’assorbimento di K~ da deuterio, il branchia ratio: 


K+d->X+p, 
Koi n, 


sarebbe 2:1 se lo spin isotopico venisse conservato e non soltanto 73. Tale 
branching ratio non è stato ancora misurato. Si può ancora ricordare che un 
po’ di evidenza sull’esistenza di 7 come buon numero quantico si ha secondo 
DaLITZ dai valori delle energie di legame degli iperframmenti. 

E adesso passiamo, come abbiamo preannunciato a quelli che sono i pro- 
blemi aperti; cominciamo, come abbiam detto con il problema dei due bosoni. 
Si ricorderà che, nell’assegnare 7 e 7, nello schema di G.-M. e N. si è parlato 
di un solo bosone positivo che abbiamo genericamente indicato con K*; simil- 
mente si è parlato di un solo bosone negativo K~, il coniugato di carica del 
precedente, ecc. 

Adesso fissiamo l’attenzione, ad es., sui bosoni positivi che si osservano: 
ne conosciamo di tanti tipi: Ki}, Ki, Ki: Ki: Ki e forse Ki (come 
ha osservato FRANZINETTI). Ci si chiede: sono tutti modi di decadimento 
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diversi dello stesso bosone o si tratta di particelle diverse? A prima vista 
sembra trattarsi di modi di decadimento diversi; infatti i vari tipi hanno la 
stessa massa, hanno (per tempi di volo superiori a 10-8 s) la stessa vita media, 
ed infine hanno essenzialmente la stessa sezione d’urto relativa di produzione, 
al variare dell’energia). Inoltre, se si fa scatterare un fascio di bosoni che si 
sa contenere certe percentuali dei vari tipi, queste percentuali non variano 
(entro il 30%) nel fascio scatterato segno che si ha a che fare con un’unica 
sezione d’urto per scattering. Si tratta ancora di vedere se questi vari tipi 
hanno lo stesso spin e la stessa parità. In tal caso potremmo senz’altro dire 
che si tratta della stessa particella, ma qui cominciano le difficoltà. 

Consideriamo semplicemente il Ki, = 0* ed il K+, = +*. Quali siano i loro 
spin e le loro parità non si può dire, ma è certo che il 0* può a priori, avere 
soltanto uno degli assegnamenti seguenti: 


0+) OF, 1, 24, 3-, 4+ ecc. 


Inoltre gli assegnamenti 1 —, 3 — ecc. non sono possibili se il 0+ è il partner 
carico di un 6° che può decadere in 7° + 7°; questo sembra ormai sicuro; di 
modo che gli assegnamenti possibili per il 0+ si riducono a: 


0+) 0+, 24, 4+ ece. 


Vediamo adesso la situazione per il t+. Qui la distribuzione angolare ed 
energetica dei tre pioni di decadimento permette di trarre delle conclusioni 
sullo spin e la parità. Dirò qui soltanto che, essenzialmente i nuovi dati (circa 
800 7 disponibili, di cui circa 500 ottenuti in condizioni sperimentali omogenee) 
confermano l’analisi fatta a Pisa da AMALDI con circa 50 7. Gli assegnamenti 
più probabili sono: 


at) 0—, 2— (quest’ultimo non è un caso puro). 


Si vede che nessuno di questi due assegnamenti è compatibile con uno 
di quelli per il © di modo che lo spin e/o la parità del + non coincidono con 
quelli del 0. 

Se questa conclusione è vera il + ed il 0 pur avendo la stessa massa, la 
stessa vita media, la stessa sezione d’urto contro nucleoni non sono la stessa 
particella perchè differiscono in spin e/o in parità. Si noti che gli altri tipi 
di decadimento (Kj,, Kj,, Ki) potrebbero essere, per quel che se ne sa, tanto 
modi di decadimento dell’una, quanto dell’altra di queste due particelle, e ciò. 
rende la situazione ancora più spiacevole in quanto su 5 tipi di decadimento 
4 potrebbero essere interpretati come modi di decadimento di una stessa par- 
ticella ed uno solo sembra turbare questa situazione. 
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Comunque di fronte ad una situazione di questo tipo essenzialmente quattro 
atteggiamenti sono possibili: 


a) gli assegnamenti 0 —, 2 — per il 7, sebbene i più probabili non sono 
i corretti. Per esempio si può pensare che le interazioni finali tra i pioni alterino 
le distribuzioni e che lo spin del 7 sia 2 +, sebbene si tratti di un assegnamento 
assai improbabile e sebbene sia spiacevole avere un alto spin per una particella 
« elementare ». In questo caso il 7 ed il 0 sarebbero la stessa particella. 


b) il + ed il 6 sono due particelle diverse, aventi masse che differiscono 
di assai poco (all’interno degli errori sperimentali che, al momento, sono del- 
l’ordine di 2 masse elettroniche); la più pesante delle due può decadere o diret- 
tamente in pioni, oppure nella più leggera delle due ed in uno (o più) quanti y; 
si assume che la vita media della più leggera sia molto minore di 10-? s. Questo 
è il meccanismo suggerito da LEE ed OREAR per spiegare l'apparente eguaglianza 
delle vite medie per tempi di volo superiori a ~ 1078 s. 


c) Il ted il 0 sono due particelle avente lo stesso spin e parità opposte. 
La parte dell’Hamiltoniana contenente le interazioni forti viene assunta inva- 
riante rispetto al loro scambio, ciò che rende conto dell’eguaglianza delle masse. 
Più in generale la sopraddetta invarianza equivale all’esistenza di una nuova 
proprietà di simmetria, il cosiddetto coniugio di parità. Oltre a due tipi di 
bosoni con parità opposta devono esistere allora due tipi di A° con parità 
opposta e due tipi di Y con parità opposta. In uno schema di questo tipo 
l'eguaglianza delle vite medie non si spiega però, a meno di non introdurre 
l'ipotesi molto artificiosa e difficilmente sostenibile che la parity conjugation 
non commuti con le interazioni elettromagnetiche. Lo schema ora descritto è 
stato proposto da Lee e Jang e prende il nome di modello dei doppietti di 
parità. 


d) Esiste un solo tipo di bosone, cioè il 7 ed il 0 sono la stessa parti- 
cella; ma le interazioni deboli, quelle cioè responsabili del suo decadimento, 
non conservano la parità, così da poter dar luogo tanto a stati di parità +, 
quanto a stati di parità —. Questa ipotesi, che è stata nel passato inverno 
oggetto di molta discussione è stata portata ufficialmente alla ribalta da Lee 
e Jang. Essi hanno osservato che la non conservazione della parità in inte- 
razioni così deboli come le interazioni di tipo beta o come quelle che produ- 
cono il decadimento delle particelle nuove non sarebbe in contraddizione con 
l’evidenza presente. Hanno anche proposto esperimenti che potrebbero mettere 
in luce tale non conservazione della parità. Uno di questi, relativo alla distri- 
buzione angolare degli elettroni nella successione di decadimenti 7 — up — e 
effettuato dal gruppo delle lastre di Roma, ha dato risultato negativo nel 
senso che, su 400 eventi, non ha fornito evidenza per una asimmetria della 
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distribuzione stessa che ci si sarebbe dovuta aspettare in caso di non con- 
servazione della parità. 


Disgraziatamente è difficile da stabilire, attualmente, quale sia tra le quattro 
proposte, la soluzione corretta, o se la soluzione corretta sia una quinta. 

La proposta di LEE e ORFAR è difficile da sostenere per varie ragioni; la 
massima differenza di massa che può attualmente esser ammessa tra il 7 ed 
il 0 è, come abbiamo detto, circa 2 masse elettroniche e questo fa si che non 
si può assumere che entrambe queste particelle abbiano spin zero perchè il 
decadimento dell’una nell’altra, implicando l’emissione di due fotoni, richie- 
derebbe troppo tempo; ciò toglie una certa eleganza allo schema; va inoltre 
detto che un’esperienza fatta per rivelare gli eventuali fotoni che accompa- 
gnerebbero il decadimento 7 + 0 (ammesso che sia il 7 la particella più pe- 
sante) ha dato risultato negativo; essa avrebbe dovuto rivelare gli eventuali 
fotoni di energia superiore a mezzo MeV. 

Passando alla proposta dei doppietti di parità, essa, come si è detto, non 
spiega l’eguaglianza delle vite medie; quanto alle altre due proposte è neces- 
saria ulteriore evidenza per confermarle o rigettarle. 

Si noti che, per quanto riguarda c) e d) è forse possibile trovare evidenza. 
indipendente per provare o escludere tali proposte; tale evidenza potrà pro- 
venire dall’esame di certe distribuzioni angolari relative al decadimento di 
iperoni; vedremo tra un momento come. 

Passiamo adesso alla seconda questione che è stata oggetto di un certo 
studio durante l’anno passato; la questione di trovare metodi per determinare 
gli spin delle nuove particelle; qua non entreremo in dettaglio sui vari metodi 
che sono stati proposti e non discuteremo i vantaggi e gli svantaggi di cia- 
scuno di essi; ci riferiremo invece soltanto ad un tipo di metodi che è stato 
sviluppato in relazione alle esperienze di produzione associata iniziate da. 
Shutt e coll.; il metodo ha origine dall’osservazione che i primi dati di pro- 
duzione associata indicavano che Vangolo g tra il piano di produzione ed il 
piano di decadimento dei A° prodotti era piuttosto piccolo; 12 eventi consi- 
derati da Walker e Shephard avevano tutti un angolo di < 45°. 

Ciò diede un certo impulso a ricerche tendenti a mettere in relazione la. 
distribuzione in g con lo spin dell’iperone in questione. Oltre alla distribuzione 
in g si può considerare anche quella in 6, dove 0 è l’angolo tra la direzione 
di moto dell’iperone e la linea di volo del pione di decadimento nel sistema. 
di riposo dell’iperone. 

Queste due distribuzioni in gm ed in @ si possono in generale analizzare. 
in funzioni sferiche: 

1 


I(g) = mat ut > A, cos My + >, B, sin Me), 


I(6) = 4+ >, A,yPy (cos A) . 
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La distribuzione in g è definita per 0<g< 22 e quella in 0 per 0<0< a. 
Nelle sopradette distribuzioni considereremo separatamente i termini con M pari 
e quelli con M dispari. I primi li chiameremo termini di anisotropia, i secondi 
termini di asimmetria. Se la distribuzione in 0 viene riflessa rispetto a 90° i 
termini aventi eventuali di asimmetria scompaiono e rimangono solo gli even- 
tuali termini di anisotropia; similmente per la distribuzione in m quando si 
riportano tutti gli eventi in modo evidente, nell’intervallo 0-90°. 
Ciò premesso si possono dimostrare i fatti seguenti: 


a) per qualunque spin dell’iperone le distribuzioni sono simmetriche ed 
isotrope se l’iperone è impolarizzato. 


b) se l’iperone ha una parità definita e se le interazioni deboli conser- 
vano la parità le distribuzioni in g ed in 0 saranno sempre simmetriche; esse 
saranno anisotrope se l’iperone è polarizzato ed ha spin maggiore di }. Quindi 
una qualsiasi anisotropia è segno di uno spin maggiore di } e di una par- 
ziale polarizzazione. Si possono calcolare per ciascuno spin le massime aniso- 
tropie da aspettarsi e quindi determinare, in base alle eventuali anisotropie 
osservate, un limite inferiore allo spin dell’iperone. 


e) Se Viperone ha una parità definita, ma le interazioni deboli non con-- 
servano la parità; oppure se vale il modello dei doppietti di parità di Lee e 
Yang le distribuzioni in g ed in 0 saranno in generale asimmetriche se l’iperone 
è polarizzato; esse potranno oltracciò naturalmente essere anisotrope se, essendo 
l’iperone polarizzato esso ha spin maggiore di }. 


d) Le asimmetrie di cui abbiamo parlato in c) sono di due tipi diversi 
a seconda che la parità non si conserva nelle interazioni deboli oppure vale 
il modello dei doppietti di parità. Precisamente nel primo caso la distribu- 
zione in 0 non sarà asimmetrica e la distribuzione in g potrà contenere termini 
di tipo sin Mg (M dispari); nel secondo caso la distribuzione in 0 sarà asimme- 
trica e quella in g conterrà termini di tipo cos My (M dispari). 


I dati sperimentali sono ancora poveri; poichè conviene che essi siano di 
tipo più omogeneo possibile, considereremo solo quelli relativi a iperoni pro- 
dotti in H. Mentre come abbiamo detto i 12 casi analizzati da Walker e She- 
phard, indicavano forti anisotropie tanto in g quanto in 0, difficili a conciliare 
anche con uno spin 3, i dati di Steinberger (23 casi di A° e 16 di 2”) mostrano. 
distribuzioni tanto in g quanto in 0 praticamente isotrope. Una piccola devia- 
zione dall’isotropia sembra eventualmente esser presente per il 2° ma non 
per il A°. 

Semmai le distribuzioni in questione hanno segni di asimmetria; ma se 
essi siano reali o siano una fluttuazione statistica è impossibile dire. Non vi 
è tuttavia dubbio che esperienze alla Shutt-Steinberger saranno decisive nel 
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risolvere queste questioni. Occorre però ricordare che se le distribuzioni do- 
vessero risultare finalmente isotrope e simmetriche ciò potrebbe semplicemente 
‘essere dovuto all’assenza di polarizzazione e non darebbe nessuna informa- 
zione sullo spin. 

Vogliamo, per finire queste considerazioni sugli spin riportare un’osserva- 
zione di Ruderman e Karplus che mostra che lo spin del A° non può essere 
troppo alto; secondo Ruderman e Karplus non più alto di 3. L'osservazione 
è questa: nel decadimento mesonico di un iperframmento, l’impulso del mesone 
‘emesso, è, rispetto al protone: q = 0.73m_c; nel decadimento non mesonico 
non si hanno mesoni reali emessi, ma si ha un mesone virtuale scambiato 
(vedi diagrammi A e B) 


INS Ae 4 
(A) a (BICI ee 
AVIR Da P\\ 


Questo mesone ha-un impulso k = 3m,c. Ora in tutt'e due i diagrammi 
interviene lo stesso elemento di matrice, con la sola differenza già ‘accennata 
nell’impulso del mesone. Ora l’elemento di matrice è proporzionale all’impulso 
«del mesone elevato ad 7, dove / è il momento angolare orbitale del mesone 
(reale o virtuale) emesso; se S è lo spin del A°, 1 = S—40l=WNS + $a seconda 
della parità del A°. Perciò il rapporto tra i quadrati dei due elementi di ma- 
trice è proporzionale a: 


q 


Prob. di decad. non mes. k\?" i 
Prob. di decad. mes. 4( ) Ta 


La costante A può essere determinata sviluppando la teoria e dipende, 
per gli iperframmenti leggeri, solo dall’energia di legame del A° al nucleo. Dal 
rapporto osservato tra il numero dei casi di decadimento mesonico e non 
mesonico si può quindi determinare / ed i valori di gran lunga più probabili 
sono 0 ed 1. Essi corrispondono ad S = } o 3. 

Per finire vorremmo accennare al terzo problema che avevamo preannun- 
ciato, la questione delle interazioni deboli. Non vi è qui naturalmente il tempo 
di considerare in dettaglio ogni singolo processo di decadimento e di discutere 
l'interazione che può esserne responsabile; ricorderò soltanto che una certa 
unificazione dei processi in questione si può ottenere ammettendo che esista 
una interazione universale tra quattro fermioni comprendente anche gli iperoni; 
questa interazione avrebbe una costante di accoppiamento dello stesso ordine 
di grandezza di quella ben nota. In un tale schema, tanto i decadimenti degli 
iperoni, quanto quelli dei bosoni, possono essere « spiegati », sebbene soltanto 
in maniera qualitativa a causa delle divergenze che inevitabilmente com- , 
paiono e che non si possono rinormalizzare. 
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Due questioni vogliamo tuttavia discutere qui alquanto più da vicino: 
1) perchè il #7 decade in A° + x e non in n + x? 2) perchè la vita media del 
0+ è — 100 volte maggiore di quella del 0°? 

La risposta alla prima questione è, secondo alcuni, la seguente: le inte- 
razioni deboli sono tali che la variazione di 7; che esse implicano è eguale a +4: 


(*) AT, = +4. 


Il & ha 7; = — 3 mentre lo stato n x m ha T; = — 3; perciò la transi- 
zione non è permessa. 

Si noti tuttavia che una spiegazione di questo tipo è nient’altro che una 
ipotesi introdotta ad hoc per spiegare un solo fatto; di più fino ad oggi i casi 
di =~ sono soltanto una diecina. A questo proposito si può osservare che 
sarebbe interessante osservare il decadimento f del E°: 


z >n+e+v. 

Secondo valutazioni di spazio delle fasi esso dovrebbe corrispondere a una 
vita media soltanto 3 0 4 volte maggiore di quella osservata. L’osservazione 
di un solo caso di decadimento £ del #7, così come quella di decadimento 
n + x, renderebbe insostenibile la spiegazione proposta. 

Tuttavia, se si fa tanto di accettare la regola (*), si può essere tentati di 
accettare l’ulteriore restrizione sulle interazioni deboli: 


(5%) AT=4}, 


ossia che le variazioni di spin isotopico (e non soltanto di 7) che esse pro- 
vocano siano + 3. 

Si tratta naturalmente di un’ipotesi che deve essere confermata o meno 
dalle sue conseguenze: queste sono state esaminate da vari Autori. Una pos- 
sibile conseguenza di (**) è che si può forse spiegare la maggiore lunghezza 
della vita media del 6+ rispetto a quella del 0°. Secondo questa spiegazione 
tale maggiore lunghezza sarebbe dovuta al fatto che, per un 0 di parità +, 
uno stato simmetrico di carica 1 dei due pioni finali ha necessariamente spin 
isotopico 2. Perciò dato che il 0 ha spin isotopico } la transizione è proibita 
se (**) è valida e viene resa possibile soltanto da eventuali miscele di spin 
isotopico 1 (prodotte da interazioni elettromagnetiche o simili ad es. la dif- 
ferenza di massa tra il z+ e il 7°) nello stato anzidetto di spin isotopico 2. Di 
qui la riduzione della probabilità di decadimento del 6* rispetto al 0°, il quale 
ultimo invece, essendo neutro, può dar luogo a due pioni finali in uno stato 


con T = 0. 
Un’altra conseguenza di (**), la quale non sembra però attualmente con- 
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fermata dall’esperienza e quindi renderebbe la (**) inaccettabile riguarda il 
rapporto tra le probabilita di decadimento: 


AS + 785 A>ptr. 


Il decadimento « carico » del A,, dovrebbe essere, se l’ipotesi (**) è valida, 
due volte più probabile del decadimento neutro; sperimentalmente (Stein- 
berger) sembra che l’opposto sia vero. Tuttavia i dati sperimentali sono ancora 
preliminari. ; 

E con queste osservazioni su questioni ancora estremamente incerte vorrei 
terminare questo resoconto; naturalmente non ho potuto toccare, per stret- 
tezza di tempo, tutti i punti di quelche interesse; ho lasciato ad es. da parte 
la questione dei bosoni neutri sulla quale informazioni sperimentali interes- 
santi si vanno accumulando; e ‘Così pure non ho discusso nemmeno altri schemi 
di classificazione proposti. Tuttavia speriamo che il quadro che si è tracciato 
abbia messo in luce quanto sia vario il panorama delle particelle strane e quante 
idee di maggiore o minor rilievo stiano circolando attualmente in questo 
campo della fisica. 
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1. — Introduction. 


The question of the measurement of the velocity for a particle satisfying 
Dirae’s equation has recently been raised by Kosa (1). In this paper, we wish 
to subject this question to additional discussion with the purpose of further 
clarifying the problem. 

The question under discussion arose from a suggestion of DIRAC (?) that 
the eigen values, + C, for the component of the velocity in any direction, 
can be understood by means of the following measurement. At the time t=0 
the particle is allowed to pass through a definite position, say 2 = 0. Its 
wave function at this time is a very narrow packet centered at 2 = 0 (we 
assume that P, and P, equal zero). Such a wave packet implies, when Az — 0, 
very high Fourier components, so that in momentum space the major statistical 
weight is in the region where |P |> me and where |v| is therefore very close 
to C. DIRAC proposed this measurement as a way of explaining the fact that 
the only possible eigen values of any component of velocity for a particle 
satisfying the Dirac equation are + C. 


) Z. Kosa: Nuovo Cimento, 3, 1 (1956). 
2) P. A. M. Dirac: Principles of Quantum Mechanics (Oxford, 1947), p. 261. 
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Kosa (!) has criticized the above conclusion of DrrRAc and we shall analyse 
both Drrac’s proposed measurement and KoBA’s criticism in the present 
paper. In particular we shall show that the above measurement does not 
demonstrate the essential difference between the properties of the velocity of 
particles that satisfy the Dirac equation and of those for which we simply 
assume the above relativistic relation between energy E and momentum p 
with the requirement that the velocity be equal to 0£/00. We-shall then point 
out further measurements which would be able to show up the essential dif- 
ference between the motions of these two types of particles. 


2. — Measurements of velocity for relativistic particles not satisfying Dirac’s 
equation. 


In order to bring out clearly the characteristic new properties of the velocity 
for a particle satisfying the Dirac equation, we shall first discuss the motion . 
of a spinless particle, which can have only positive energies, and for which (3) 
the energy is therefore given by 


(1) BE=cVP?+ me. 


(We restrict ourselves to positive energies because as we Shall see later, the 
essential new properties of the velocity in the Dirac equation are inextricably 
bound up with the possibility of negative energies). 

To treat this problem, we start with a wave packet tor which P, = P, = 0, 
and which at t = 0 is given by 3(z). We then obtain for the time dependent 
wave functions 


km 
(2) y = lim fexp[i(ke— VI + k*ct)]dk . 
m A 
where 
me 
(3) Ky = ae 


and K,, is of the order of Ak = AP/h, where AP is the spread of the wave 
packet in momentum space. 

It is clear that as K,, > co, the major part of the probability in mo- 
mentum space corresponds to |k|> k, and therefore, to |v| close to 0. For, 


(3) See P. A. M. Drrac: Quantum Mechanics (Oxford, 1947) (third edition), chap. XI, 
equ. (3). Here Drrac begins by considering relativistic wave equation without spin 
for positive energies only. 


ON THE MEASUREMENT OF VELOCITY OF RELATIVISTIC PARTICLES 431 


in order to normalize the wave function (2), one should divide it by /2K,,. 
The part of the integral between — K, and +4, is then equal to V2K;: 
Thus, as XK, > co, the probability that |K|< A, approaches zero; and indeed, 
the same is true for |K|< K,, where K, is any predetermined finite number. 
In order to estimate the integral (2) for large values of X,,, let us there- 
fose choose K, > XK, but K,< K,,. 
We can then use the approximation 


ae 


(4) VEs+R = [K|+/{5r 


provided that we carry out the integration from — co to — K, and from K, 


to co. We also expand 
. kéct . kict 
— 1 
ee =(t 2), 


provided that we choose times such that 
(5) kict/2k,;<<1. 


If AZ is chosen small enough (so that K,, ~ (1/Az) is large) then k, can be 
chosen big enough so that ¢ can be arbitrarily large. 
We then obtain: 


=k Nea 
ikoct 


Km 
ple, t) = Jexp[th(2 + et)] (1 isa Jar + fox [ik(z — ct)] (1- ie dk. 


km 1 


We begin by considering the major terms (i.e., those not involving ck3t/2k). 
These give 


2 exp - i (" È =| (2 + | sin (m= Ki) (2 + ct) 
z+ ct 


y2 


2 ex sp ste — ct) inf (e — ct) 


+ 


As K, and K,, approach co the first term in the above equation represents 
6(Z + ct) multiplied by a phase factor exp[— i(k, + k,,/2)(Z + et)]} while 
the second term represents d(Z— cet) multiplied by a phase factor 
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exp [i(k, -+k,,/2)(Z — ct)). The phase factor describes the mean momenta of 
the packets. Thus, the original 6-function splits into two parts, moving in 
opposite directions with the velocity of light. Each packet has a high mo- 
mentum. 

A simple calculation shows that the terms involving CK$t/2K lead to finite 
integrals, having a negligible probability as K, and K,, approach infinity. 
(This is because the probability is proportional to 1/X*, which leads to a con- 
vergent integral, while the cross products with the major term are of no interest 
here, because they represent: only the interference with the 6-function). 

We can explain the above result by noting that practically all the particles 
have a velocity v, = + e. Thus, the major part of the wave function must 
split into two very narrow packets with corresponding velocities. The spread 
of the wave packet due to the particles with |k|< k, can be neglected, be- 
cause they constitute a negligible part of the total number of particles. 
However, the velocity is given by 


2 oe ck c(1 Po 
© vige =o \ Bia) 


In the time, ¢, this will produce a spread AZ = Av-t, which is of the order 
of Kîct/2Kî. 
If we satisfy the criterion (5), we then. obtain 


a 
(8) AZ-k, <1 or AZ< n° 


1 


But 1/k, is a quantity much less than dc, the Compton wave length. Thus, 
we can be assured that the spread of the wave packet within the time, t, is 
quite negligible. But as we have seen from equ. (7), the indeterminacy in 
the velocity is independent of time, and depends only on k,/k,. 

We now return to a discussion of DIRAC’s proposed measurement of the 
velocity for the case of a particle that does not satisfy Dirac’s equation. To 
measure this velocity, we could then measure the position of the particle after 
waiting for a time, t, and the velocity would be given by v = 2/t. It is evident 
that if k, is chosen very large (i.e., a very narrow initial wave packet), then 
the values of the velocity obtained in this measurement will be + C. More- 
over, if we allow t to be large, we can make a comparatively rough measure- 
ment of the position at the time t. The change in the momentum (AP ~ h/AZ) 
will then be small compared with the mean momentum (|P|>>/k,), so that 
the change in velocity will then be negligible. This means that in such a 
measurement the electron is left with an eigenvalue of the velocity. 
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3. — Motion of particles satisfying Dirac’s equation. 


Before considering the experiment proposed by Drrac for the case of 
particles satisfying the Dirac equation, we shall summarize some of the new 
properties of the motion, implied by the Dirac equation. 

The most essential new characteristic of the motion is the independence 
of the velocity operator a and the momentum operator, p. (This also makes 
possible the commutation of a and x). One of the most important manifest- 
ations of the independence of a and p are the well known « Zitterbewegungen » 
which constitute a fluctuation motion of the velocity around an average 
equal to 


(ig PRETI A A 
/ p? + mc? 
In addition, the Dirac velocity operator, cx,, has only two eigenvalues, + €, 
while in the non-Dirae case, that we have discussed in Sect. 2, the velocity 
can take any value between +e and — e. 
We shall in this article use the representation in which y'=y1-y?-y?-y* is 
diagonal. We then have 


1 0 1 0 Weal 
ee ele 45 3, 


where o is now the two row matrix of the Pauli theory. 

Hereafter, we shall restrict ourselves to eigenstates of o,, with o, = 1. 
We also consider only states with Px = Py = 0. (These states are general 
enough to illustrate all of our essential ideas). We then need consider only 
two components for our spinor wave function, which we label y,, and y, 
respectively. Dirac’s equation then becomes 


(10) (EZ — CP)y, = me?y, , (E+CP)y, = me? . 


The normalized eigenfunctions corresponding to definite energy and mo- 
mentum are (for positive and negative energies respectively) 


ia 
Mee via Tipe 
with: 

9 emo! va me? 

aa  [Blpe? è. °° SET po' 
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Let us now consider the case where p = 0. In this case, we obtain 


Tea Her: 


The eigenstates of « are, in this representation 


1 0 
(14) Pri (;) ’ Va (;) . 


Thus, we have 
ul: nF 
(15) P+ = (+h), p= Wo) (Pi — 2) « 


An arbitrary initial wave function can be written as 


a 
(16) y = ay, + by, = —— 


With the passage of time, we then obtain 


a+b — im,c?t a—b im ct 
(17) ETA ri exp| zo [+ va v-exp| ; È 


Let us choose a state for which v = ¢ att = 0 (so that b = 0). This gives 
(18) yw=V2; cos mct/h + V2 p.sin mct/h . 


The mean velocity then oscillates between +e and — e with the Compton 
frequency, w, = #/M,0?. These oscillations are precisely the Zitterbewegungen. 

Let us now make a Lorentz transformation on wave function (16), by 
a velocity, in the 2 direction, of © = e tg h0. As is well known (*) under 
such a transformation, the wave function is multiplied by the matrix, 
M = exp[ae(0/2)]. This gives 


0 0 
(19) Pi > exp È P1, Pr > exp || Pr 
and 
6 0 
(20) y>aexp|3|p1 + bexp Sg DIS 


(4) See P. A. M. Dirac: Quantum Mechanics, Chap. XI (Reference (3)). 
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Hence, as 0 + co, y will contain mainly q,. 
We now consider the Lorentz transformation of the specific wave function 
(18). Here, we must also write 


| 3 =) i E't' — p'e' 
t = t = ____i‘ 
e JV1— (0/e2) me? 
where 
7 Ml Mow o 
= ——— and ‘= ———— sd 
VI-=pI DEA Br” Ete 
We get 
0 !y' _ Et CASTA al 
yo V2 exp B Pi COS (PETE) — V2 i exp |- | @2 sin (P=) È 
4 (A 


As mc, we neglect the latter term, and obtain 


(21) y > E Pi exp i (p'a' — ze) + 50 exp i (— p'e'+ ze) ? 

The main conclusion is that as © + e, |p'|— co, but positive energy ap- 
pears with positive momentum and negative energy with negative momentum. 
The term involving g, becomes very small. The Zitterbewegungen must there- 
fore become negligible. This may be understood as a result of the Lorentz 
transformation which multiplies the amplitude of the Zitterbewegungen in 
the frame in which p = 0 by a factor of VI — p*. Moreover the velocity 
becomes well defined even though the momentum fluctuates between -+ co 
and — co. This illustrates the independence of the velocity and the momentum 
in the Dirac equation. 

We can also understand the reduction of the Zitterbewegungen at high 
momentum with the aid of a formula given by DIRrAC (5) for the behavior of 
the operator «. as a function of the time 


ih . 
(22) Ot, = © din OXP 


2 


— Ht 
h 


| H-+ Cp.H*, 


where H = Cap + Bme® and &., is the initial value of &,. 

The first term in (22) represents an oscillation of x, around a mean defined 
ny Pa = PIV P24 mee? which is just what we would obtain in the non- 
Dirac case treated in Sect. 2. This term represents the Zitterbewegungen. 


(®) P. A. M. Dirac: The Principles of Quantum Mechanics (Oxford, 1947), third 
edition, p. 262, equ. (28). 
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As |H|=|£| approaches infinity, however, it is clear that the first term 
in (22) becomes negligible in comparison to the second. Thus, we conclude 
once again that the Zitterbewegungen become negligible (°). 

The essential conclusion of this section is then that for a Dirac particle 
of infinite momentum, there are no Zitterbewegungen, while for a particle 
of very high momentum, the latter become negligible. Hence, the special 
characteristics of the motion in the Dirac theory become less and less signi- 
ficant as the value of |P| is increased without limit. 


4. — Measurement of velocity for particles satisfying the Dirac equation. 


We are now ready to discuss the measurement of velocity suggested by 
Dirac for the case of particles satisfying the Dirac equation. As in the case 
considered in Sect. 2, the first step is to allow the particle to pass through a 
definite position (say è = 0) att = 0 with a very small error, Az, so that the 
wave function becomes approximately 6d(z) (Note that P, = P,=0 and 
that o. =1). We now express an arbitrary wave function of this kind as a 
superposition of eigenfunctions of E and P. To compare with KoBa’s result, 
we consider a case in which P = 0. Since x and a commute, we can choose 
a ò-funetion that is an arbitrary linear combination of eigenfunction of «,. 
‘Thus, 


co (ce) 


Woop A fo exp [ke] dk + B fe exp [tke] dk, 


- - o 


where A and B are arbitrary constants. 
In order to solve for y(2, #), we express gy, and g, in terms of py, and w_. 
By equ. (11), we obtain 


_ DVI + ay, —av1 + b*y_ 
"i b—a 


Pi 


’ 


VI +ay,—V1 + by_ 
a a—b ; 


(6) The frequency of this motion becomes infinite. At first sight one would sup- 
pose that this too should approach zero because the rate of a moving clock is reduced 
by the factor 4/1 — f?. But this reduction occurs only if we consider a point moving 
with velocity v; whereas in the evolution of the wave function, we consider a point 
fixed in the laboratory system of co-ordinates; a simple calculation shows that for this 
case, the frequency increases in' the ratio of 4/1 — f?. 


Ad 
° 
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We note that y, oscillates with the factor exp [— iV k2-+he ct] and w_ 
with the factor exp [iV ke +h? ct]. As we did in Sect. 2, we can for large k 
expand V ki +-k® = k(1 + k3/2k), and neglect the second term in the expansion, 
under the same limitations (5) that held for the non-Dirac case. For in both 


cases, the major part of the integral will come from very large values of k. 
We then obtain 


k 


wz, t) — {dk lexp [ik(e — ct)] 


PASTE e 
TRE VI+ ap, + 


ha 
=. V1 +b? v-| + |dk lexp [ik(e + et)]- 


my Km 


+ exp [ik(z + ct)] 


Ab—B_ -—— 
3 V1 + a yp, + exp [ik(z — ct)] da 


—aA ,—__ 
bela be vit hy]. 


Then by equ. (12), we see that as k > + oo, 


Ab—B_ ,——_ B—aA _,———_ 

de + ay, > Ag, apa + Bb? y_—> Bo, , 
while as k + — co 

Ab—B -—_- B—aA _———— 

<i Rey ls VI + api > Bo, sj are, VI + b?y_— Ap, . 


We make the above approximations when |k|>k,, and then we may, with 
negligible error extend the integration to include the region where |k|< k, 
(because, as pointed, out in Sect. 2, this region has negligible probability). 
We then obtain 

Kem 


km 
(24) p(z, t) ~ | Ag, exp [tk(z — ct)] dk + | By, exp [tk(z + ct)|] dk, 


—Km km 


as km =©0, this becomes 
(25) p(z, t) ~ Aòd(e— ct)p, + B d(z + ci)p,. 


We see from the above equation that the wave function splits into two 
packets, which are eigenfunctions of x, corresponding to x, = + 1 and to 
x, =-—1. These packets move with velocity +c and —e respectively. In 
agreement with KoBA, we obtain the result that for a given velocity, the 
momentum may either be positive or negative, but that the sign of the mo- 
mentum and that of the energy are coupled. The wave function appearing 
in equ. (24) also agrees with that obtained in a special case (with A=B) by 
Lorentz transformation of the wave function of zero momentum (see equ. (21)). 
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We conclude from equ. (25) that the behaviour of Dirac particles after 
they have been localized very precisely does not differ essentially from the 
behavior of the non-Dirac particles discussed in Sect. 2. Moreover, we see 
also that at least for times shorter than those in the criterion (5), the wave 
function does not spread significantly. 

In addition, the particle velocity does not fluctuate significantly. Evidently, 
as in the case discussed in Sect. 2, ¢ can be made very long by choosing large 
k,, and k,, or in other words, by making AZ small. Thus, the conclusion 
obtained in Sect. 2 that we can make the second measurement of position 
after a long time is still correct (7). Thus, there is no difference whatever in 
a velocity measurement of the type proposed by DIRAC for the case of part- 
icles satisfying the Dirac equation and for the case discussed in Sect. 2. 


5. — Conclusion. 


We conclude then that the measurement proposed by Drrac does not 
permit a clear manifestation of the new features of the velocity implied by 
the Dirac equation. 

It is true that in the Dirac case, a particle with V,=-+C may have 
either positive or negative momentum (as KoBA has pointed out), but the 
result of the experiment under discussion does not depend on the sign of the 
momentum and of the energy. Thus, KoBa’s suggestion that in this exper- 
iment there should be a difference between the behavior of Dirac and non- 
Dirac particles resulting from the negative energies of the Dirac particles is 
seen to be inapplicable. 

It must be pointed out here, however, that KoBA has shown correctly for 
a Dirac particle, how x and v can be defined simultaneously. But as we have 
seen in this paper, there is no need for a precise determination of 2 during 
the second measurement of position, in order to leave the particle in an eigen- 
state of the velocity. And it is evident that in the first measurement of po- 
sition, the question of whether 2 and x, commute is not relevant here. Thus, 
once again, we come to the conclusion that the special new possibilities implied 
by the Dirac equation are not demonstrated in this measurement. 

We wish now to consider possible measurements that would show up the 
essential features of the velocity in the Dirac theory. 


(1) To demonstrate the independence of v and p for the Dirac case 
(as we have seen this is the most new characteristic of the velocity in the Dirac 
theory), we might consider a statistical series of measurements for cases in 


(7) In this regard, we disagree with Kosa who states in Nuovo Cimento, 3, 214 
(1956), that the second measurement of position must be made within a Compton 
time, ete. 
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which V.= C and p.=0, while p, fluctuates between large positive and nega- 
tive values. This case is in fact just the one treated in Sect. 4. We could 
measure the momentum by measuring the effective pressure due to a beam 
of particles in such a state. The independence of v and p would be clearly 
demonstrated if such a beam, moving with velocity, e, produced a zero pressure. 
Of course, this is only a hypothetical experiment, since we cannot actually 
obtain particles of negative energy; but it is no more hypothetical than the 
original experiment proposed by Dirac. 


(2) In the non-Dirac case, v can take on a continuous range of eigen- 
values. Thus, a crucial test of the Dirac theory would be to measure v when p 
is well defined. But this will happen only if y takes the form of a plane wave. 
For this case, a direct measurement of the velocity with the aid of two suc- 
cessive position measurements is evidently not possible. There are, however, 
indirect consequences of the independence of velocity and momentum in the 
Dirac theory, which do not prove the Dirac expression for the velocity com- 
pletely, but which provide evidence in its favor. One of these indirect con- 
sequences is just the magnetic moment of the electron, connected with its 
«spin». Thus, from the well known Gordon decomposition (8) of the mean 
«current density, we obtain 


eh 


i h 
j= ce(p*ayp) = >” (p*Vy — pVy*) + V x (y*oy) . 


2me 

The first term in the above equation is also present in the non-Dirac case. 
The second term is an additional contribution to the current, which has the 
same effect as a magnetic moment. Thus, the observation of the value of 
the magnetic moment helps to verify the independence of p and v for Dirac 
particles. 


(3) The commutation between x and v in the Dirac theory is very dif- 
ficult to demonstrate experimentally in a clear way. For when x is well de- 
fined, then as we have seen, this commutation makes no essential difference 
in the motion of the particle. On the other hand, when x is not well defined, 
then there is no direct way of measuring the particle velocity, Perhaps some 
experiment utilizing wave packets of intermediate size could be designed to 
demonstrate the commutation of x and v, but it would evidently be difficult 
to obtain precisely predictable results for such a case. 


* KK 


We wish to express our indebtedness here to Dr. PAUL ZILSEL for frequent 
discussion and for many important suggestions, which were essential for the 
completion of this work. 


(8) W. PAULI: Handb. der Phys., 24, 238 (1933). 


SUPPLEMENTO AL VOLUME V, SERIE X N. 3, 1956 
DEL NUOVO CIMENTO | 1° Semestre 


Mathematical Structure of Renormalizable Field Theories (*) (+). 


G. MOHAN 


Department of Physics, State University of Iowa - Iowa City, Iowa 


(ricevuto il 30 Ottobre 1956) 


CONTENTS. — Introduction. - Part A: General Theory. — 1. Postulates. 
— 2. Physical one-particle states. — 3. The reduction formula. — 4. Renor- 
malized S-matrix. — Part B: Properties of 7-funetions. — 5. Spectral 
functions. — 6. Self energy parts. — 7. Vertex part and general t-function. 
— Summary and conclusions. — Appendix. 


Introduction. 


From a practical point of view the main achievement of the renormalization 
procedure in perturbation theory is to eliminate the divergences in all orders 
of the coupling constant. However, conceptually the significance of renor- 
malization is much deeper than a mathematical device of consistently removing 
the divergences. The renormalization procedure in the theory of the S-matrix 
transforms the transition probability amplitudes between bare particle states 
into the transition probability amplitudes between physical particle states. 
From this point of view, the removal of divergences is incidental and renor- 
malization would be necessary even if there were no divergences in the ex- 
pression for the transition probability amplitudes between bare particle states. 

The procedure of first obtaining the expressions for the unrenormalized 
S-matrix and then renormalizing it, is quite round about and unnecessary. 
In the perturbation independent theory we discard this procedure and we 
obtain the renormalized S-matrix directly by starting off with the states of 
physical particles rather than of bare particles. 


(*) This work was supported in part by the National Science Foundation. 

(+) The results of this paper are contained in a thesis submitted by the author 
to the Graduate College of the State University of Iowa in partial fulfillment of the 
requirements for the Ph. D. degree, 
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One of the most important aspects of renormalization from this point of 
view is the definition and construction of states of physical particles. One 
may define and construct these states through the renormalization procedure 
of perturbation theory but this defeats its own purpose and is detached from 
any direct physical basis. In order to define the physical particles (1) we look 
into the eigenvalue spectrum of the mass operator — P?, where P is the total 
energy-momentum operator. If we assume that there are no stable composite 
bound states in the system then, apart from the lowest eigenvalue of — P?, 
every discrete level in the spectrum characterizes the totality of physical one 
particle states of a particular kind. 

In order to construct the states of multiple physical particles we rely on 
a set of postulates. Similar but stronger postulates have previously been adopted 
by various authors (**). Our formulation is closest to that of LEHMANN, Sy- 
MANZIK and ZIMMERMANN. The chief purpose of the postulates is to introduce 
in- and out-fields, which satisfy free field equations and commutation relations, 
and from which one can construct by a well known method any state of a 
given set of occupation numbers of free particles. The in- and out-fields will 
describe the physical particles if all the one particle states (defined by the 
eigenvalues of the number operators) created by these fields are eigenstates 
of — P? with eigenvalues lying in the discrete spectrum. In the past it has. 
always been assumed that the in- and out-fields have this property (**). In 
the first part of this paper we have been able to prove this property on the 
basis of our postulates. 

The reduction formula technique of LSZ is applicable even with our weaker 
asymptotic condition so that all the renormalized S-matrix elements of phy- 
sical interest can be expressed in terms of the t-functions (°). 

The second part of this paper is devoted to the study of some of the pro- 
perties of the t-functions. The main tool of this investigation is the spectral 
decomposition of the propagation functions and the self energy parts intro- 
duced by KALLÉN (*), by LEHMANN (7), and by GELL-MANN and Low (8). 
We make a perturbation independent separation of the finite parts of the 
complete self-energy parts in the form given by Dyson. A study of the 


(1) A somewhat different definition is given by R. Haac: Kgl. Danske Videnskab. 
Selskab Mat. Fys. Medd., 29, no. 12 (1955). ] 

(2) H. LEHMANN, K. Symanzik and W. ZIMMERMANN: Nuovo Cimento, 1, 205 (1955) 
in the following referred to as LSZ. 

(*) G. KALLEN: Physica, 19, 850 (1953). 

(4) H. EKsTEIN: to be published. 

(5) z-functions are the vacuum expectation values of the 7-produets of the Hei- 
senberg fields. 

(6) G. Katrin: Helv. Phys. Acta., 25, 417 (1951). 

(7) H. LEHMANN: Nuovo Cimento, 11, 342 (1954). 

(8) M. GeELL-MANN and F. Low: Phys. Rev., 95, 1300 (1954). 
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asymptotic properties of the finite parts is made. Finally, a general method 
is developed to obtain certain asymptotic properties of any t-function. This 
method is an extension of an idea of KALLEN (°) used for the study of the 
photon self-energy part. 


Part A 


General Theory. 


We shall consider a relativistic interacting system described by a pseudo- 
‘scalar Boson field @(x) and a Fermion field Y(x#). We assume the existence 
of the energy-momentum operator P* and the vacuum state |0). The energy- 
momentum operator is defined as the generator of infinitesimal displacement 


0, Pa) = i[P(a), P.); 0, P(w) = i[Y(), P,]. 
The vacuum state |0) is defined through the following properties: 


1) Itis the eigenstate of the energy operator P° with the lowest eigenvalue. 
2) It is non-degenerate. 


From these properties we conclude that the vacuum state is also an eigen- 
state of the momentum operators P*, k =- 1, 2, 3. 

The commutator relations define the operator P only within an arbitrary 
additive c-number four vector. We remove this arbitraryness by requiring 
that 

P,|0)=0; li = Oy ase 


1. — Postulates. 


The first postulate that we want to introduce now confines the present 
treatment to the simplest physically interesting system, viz. one with no bound 
states. For such a system it is reasonable to expect that in the remote past 
and the remote future the Heisenberg fields should become essentially free 
fields describing free physical particles. This intuitive asymptotic condition 
of the Heisenberg fields should be derivable in any well understood theory. 
In the absence of any perturbation independent derivation we have adopted 
this asymptotic condition as our second postulate. We give below the precise 
statements of these postulates. 

(i) The eigenvalues spectrum of — P? is entirely non-negative and 
consists of three discrete levels at 0, x}, and m? besides the continuum starting 
from (mp + xo)?. 


(9) G. KALLÉN: Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Phys. Medd., 27, no. 12 (1952). 
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(ii) There exist a set of fields, called the in-fields, y(x), and g(x) with 
the following properties: 


(a) They satisfy free field equations and commutation relations (1°) 
with the observable masses m, and xp: 


(0 + m) p(x) = 0 


(1.1) 
| (A — x) g(x) =0 
{y(x), P(a')} = iS(@ — a’, mo) 
(1.2) 


[p(2), pla')]. = — i A(w—2', x0) 


(b) The physical vacuum state |0> is also the vacuum state of the 
in-fields. 


(1.3) y(2)|0)=0, g(x)|0> = 


(c) In a certain limiting sense, in the remote past, the Heisenberg 
fields Y/(x) and D(1) become essentially the in-fields p(x) and g(a) respectively. 


To be more precise about the significance of the word, «essentially » in 
(ii-c) let us consider the following: 

Let A stand for any set of quantum numbers completely characterizing 
the state of a Fermion. The corresponding wave function for a, Fermi particle 
is denoted by «(4; x); and for a Fermi- antiparticle is denoted ‘by (A; x). These 
wave functions are orthonormal according to the following scalar products: 


— if do#(x) u(A; x)y, u(x’; 2) SN ; 
_ i (dont VA; C)yn0(4'; x) = Ory; 
do#(x) UA; x)y,0(A'; a) =— if dona DA; e)yn (A; a) =0. 


(1) When not specifically explained we follow the notation of J. M. JAUCH and 
F. RonrLIcH: Theory of Photons and Electrons (Cambridge, Mass., 1955), in the 
following referred to as TPE: 


A(z; m) = (2x2) ap Soe pe 3 
pom 


ce 
S(x; m) =(0--m)A(x, m) , 
c is a closed path of integration, in the complex p°-plane, enclosing both the singularities 


in a clockwise direction. 


29 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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The wave function of any state of one Boson defined by the quantum numbers Z 
is denoted by f(/; 7). These are orthonormal according to the following scalar 
product (11): 


a? | dom(x)[O yy f*; 2) {U5 @) = dn, 


The operator a*(4), b*(A’), and e*(l) which create (!*) an ingoing Fermi-particle 
of quantum numbers 4, an ingoing Fermi-antiparticle of quantum numbers 7’, 
and an ingoing Boson of quantum numbers 1, respectively, are given by 


| a*(A) =— i forare) ult x), 


T 


(1.4) | Lei Uae ta if donee) oa L)ynw(®) 4 


T 


SÈ = ifaona)(2,, 1s Ip(0), 


Tt 


where t is the parameter of the surface of integration, viz., 
NE = |= Tan, Oe n? = —1, SAVE 


We define (1°) the operators A*(A), B*(2') and C*(1) as follows: 


A*(A) = — iz; | dona) Poy, u(A; x), 


(1.5) B*(A) = — iZ5) | dome) O(A'; x) y,'P (2) , 
CH) = ing fat) f(l; 2] Pla), 


where Z, and Z; are certain constants to be specified later. 


(11) [Bus f(2)]g(2) = g(e)dyf(2) — f(w)e,g(x) - 

(!*) Particles created by the in-fields are called ingoing particles. We shall later 
on introduce the out-field. Particles created by these fields will be called outgoing 
particles and the corresponding creation operators will be denoted by a’*(A), b'*(4') 
and e'*(1). Notice that «* is the complex conjugate or the Hermitian adjoint of any 
quantity x depending upon whether it is a e-number or an operator in the Hilbert space. 

(!*) The operators A'(A), B’*(A'), and O’*(l) are defined by replacing the surface 
of integration 7 = — co in the definition of the operators A*(A), B*(A'), and O*(l) by 
the surface 7 = + oo. 
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Now the precise statement of the postulate (ii-c) is expressed through the 
following equations 


eee = h, A*(A)|n(A)> 
b*(2')[n'(2')> 


(1.6) hy B¥(A')|n'(a')> 
c* (I) |m(l)> = Gm C*(1) |m()> 


where: 


|n(A)> is any state including exactly n ingoing Fermi-particles of 
quantum numbers 4; 


|n'(4')) is any state including exactly »' ingoing Fermi-antiparticles 
of quantum numbers 4'; 


|m(l)> is any state having exactly m ingoing Bosons of quantum 
numbers J; 


h, and g, are constants depending only on the occupation number n. 
The constants Z, and Z; are so defined that % = go = 1. This leads to the 


following renormalization conditions: 


Bim, 22) mod) = 2, (0) md) 


(ST) im Zi Wa ©) | MoA"> 7 Peak pla) | moA"> 
im 2100) =_ HM g(a) |r , 
where 


(1.8) |m A> = a*(4)[0), [ mA'> = b*(4')[0) [Net =a ot (10: 


The justification for characterizing these states by the masses of the physical 
particles will be given in the next section. 

The operators Z, (2) and Zi :@(x) are called the renormalized field ope- 
rators. 

If the field equations and commutation relations satisfied by the Heisenberg 
fields ‘/(x) and D(x) are invariant under time-inversion then from postulate (ii) 
one can conclude (4) the existence of another set of free fields, called the 


(14) G. MoHaN: Ph. D. Thesis (State University of Iowa, 1956). 
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out-fields, y'(x) and g’(x).. The out-fields are connected with the Heisenberg 
fields in the remote future in eaxctly the same way as the in-fields are con- 
nected with the Heisenberg fields in the remote past. Thus with appropriate 
changes, viz, replacing in-fields and in-going particles by out-fields and out- 
going particles, and also replacing remote past by remote future, the pro- 
perties (a), (b), and (c) are true for the out-fields also. 

In case invariance of the Heisenberg field equations and commutation 
relations under time inversion cannot be asserted we shall extend the postu- 
late (ii) to assume the existence of out-fields and to define them with pro- 
perties analogous to those of the in-fields. 

The constants 4; and g, will never appear in the calculations of the scat- 
tering cross-sections. However, an explicit construetion of the in- and out- 
fields, which would replace the postulate (ii), will also lead to definite values 
for the h, and g,. In the remote past or future the behavior of the matrix 
elements of the Heisenberg fields that connect the vacuum to any one particle 
state is basically different from all other types of matrix elements. The reason 
lies in the discreteness of the mass level of all one-particle states. In the con- 
tinuum part of the mass spectrum one can always consider matrix elements 
with respect to states which have a slight spread in the mass values. This 
spread is desirable, because it averages out any time oscillating factor in the 
remote past or future. No such spread in mass value is possible for the one 
particle state. This characteristic difference leads us to suspect that the limit- 
ing process involved in defining the in- and out-fields may have an effect on 
the vacuum to one particle matrix elements different from that on all other 
types of matrix elements of the Heisenberg fields. This would mean h)+h,, 
n>0 or gYo74In, n>0 although it is very likely that h, —=h, =h, =... and 
91 = 92 = Y3= .... The admission of this possibility is a significant weakening 
of the usually assumed asymptotic condition (?) of the Heisenberg fields. 

Another point of difference from the customary way of introducing the 
in- (out-) fields is the fact that now we cannot assume that even in the remote 
past ; 


(1.9) i[p(x), P| = 0,42), i[p(x), P,] = ¢,9(@) - 


However, we shall see in the next section that our postulates are enoguh 
to enable us to construct the physical particle states without invoking an 
adiabatic hypothesis or making assumptions about the commutators of the 
in- (out-) fields with the energy-momentum operator. We shall also see that 
all the S-matrix elements of physical interest can be expressed in terms of the 
t-functions. 
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2. — Physical one-particle states. 


The physical one-particle states are completely characterized by the eigen- 
values ms and x? of the operator — P?. The states of one ingoing particle are 
constructed from the in-fields and are characterized by the eigenvalue / for 
the number operator of the in-fields. The fact that the in-fields satisfy free 
field equations and commutation relations with the observable masses does 
not in itself mean that a state of one ingoing particle is a physical one-particle 
state. We have to show that the states of one ingoing particle created by 
the in-fields satisfy the following equations: 


| ey ey | No) a mi | mol) 
us PO m2 | mo» 


(2.1) sp ; 
RSS Sage 


In the past it has often been assumed that the total energy-momentum 
operator Pf has similar commutation relations with in-fields as with the Hei- 
senberg fields (eqs. (1.9)) for all time. This is a very strong assumption and 
eqs. (2.1) can easily be obtained from it. However, we do not want to make 
this assumption. We can establish (2.1) directly from the postulates alone. 

Let us consider the first of the eqs. (2.1). We choose for 2 the momentum 
(p) and spin (r) quantum numbers of a non-interacting Fermi particle. Now 
our immediate object is to show that the state |m pr> is an eigenstate of 
the total energy-momentum operator P*: 


mal). 


(2.2) Pi|m,pr) = p#|mopr> ; p°= Vp?+ mì. 


We note first that for Z= (p,7) the wave function u(pr; #) and the cre- 
ation operator A*(pr) = A*(p) are given by 


u(pr; x) = (en)-1)/™ u,(p) exp [ipa], 


mo eZ] if don a) Vay, u,(p) exp [ipa] , 


T=-@ 


where 


(ip + m)u(p) =90, u,(p)u(p) =1, Ey ee Vp? + mi. 
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The proof for the space components of the eqs. (2.2) is straightforward: 


P;|m,prdz= P,A*(p)|0> 
=([P;, A} (p) 


iz (ripe u(pr; @)|0) 


x=- 0 


= p;A}(p)|0 by partial integration 


*. P;|mpr) = p;| pr) ; q = 152004 


To prove the validity of eq. (2.2) for the zero component let us examine 
the following matrix element (1°) of the Heisenberg field (1) 


<0| P(x) |mp> = 
=— i(2m)-4] vo 251 fore) <0] 12) P(x')|0)y,u(p) exp [ipe'] = 


t=- 


m 
4(22) - iim ce ce )<0| T{Y (a) P(x") | Oy, u(p) exp [ipa] — 
T=-0 
— [acre )<0| TLY(a) ‘)}|O>y,u(p) exp [ipa’]| , 
toto 
where we have added a vanishing term. Using Gauss’ theorem this gives 


(2.3) -<0|Y(a)|mp> = 


= — i(27)- Vm ae fave nL <0 | TLE (x) Y(ax')} | Ody“ u(p) exp [ipa] = 


= — 2-1/2 i fate] 20) A ‘)}|0>(0' — mo) u(p) exp [ipa’] . 


On account of Lorentz invariance, <0| T{¥Y(x) Y(a')}|0> can be a function of 


(15) For brevity we drop the spin index r. 

(6) We use the reduction formula technique of H. Leumann, K. SyMANzIK and 
W. ZIMMERMANN: Nuovo Cimento, 1, 205 (1955). See also S. S. ScHWEBER: Nuovo 
Cimento, 2, 173 (1955) and F. CoEsTER: Proceedings of the Theoretical Seminar (State 
University of Iowa, 1955). 


si 
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(xe — x’) only. 
| <0| T{'P(a) Wa! )}}|0>) = i8'(@— e’) = e fa S'(p) exp [ip(a — 2')], 


cee 
<0 | Y(x) | mop> = — (27) -* Zz i/™ 53 {S'(p)(ip + my)}u(p) exp [ipa] . 


Again, on account of Lorentz invariance S’(p)(ip-+-m,) must have the structure 


S'(p)(ip + mo) = a(— p?) + B(— p?)ip 


so that for free particle momenta 


{S'(p)(ip + mo)}u(p) = {x(mî) — B(mi)n,)}u(p) = Ku(p) , 
where A is independent of p. Now eq. (2.4) can be written in the following 
form 
<0| V(x) | mop> = — KZ>*<0| p(x) | mp) . 


Pa 


Comparing this equation with the eq. (1.7) we find that 


K =—Z,; 
or 
(2.5) {S'(p)(ip + mo)}u(p) = — Z,u(p) 
and 
(2.6) <0|Y(x) |mop> = Z3<0| p(x) | mp 


for all a. 
*. <0|'?(y) exp [iP(x — y)]|mop> = exp [ip(w — y)]<0| Y(y) | mop> 
for arbitrary x and y. 
(2.7) . <0| Y(y) P| mop>.= p°<0|'L(y) | mep> n = 0,1, 2,... 


Let (P’,«) collectively denote a complete set of commuting observables of 
which P’ stands for the energy momentum eigenvalues. We adopt the notation 


[Pcp | =| {ar | P’a><P'a| , 
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where | denotes integration over the continuous spectrum and summation 


over the discrete spectrum of eigenvalues x. Note that — 
farrP cr" = 
Equation (2.7) can now be written as 
| aP?P!"<0|Y(y)|P><P”| mop> = p°<0| Py) | mop> 


i i dP {(P")<0| Py) | PP><P”| mop> = f(p)<0| Py) | mp), 


where f(x) is any sufficiently well behaved function 
. 0|P(y)|PO><P| mop> = <0|'P(y)|mp> d(P'°— p°). 


The field Y(y) can be converted into the annihilation operator A(p') by a 
suitable surface integration. 


(2.8) +. CMopy |\P'<P"| Mip) = <Mop; |Mp> OPE oe p°) 
(2.9) .<P'|mp)= 0. if Pap. 


Eq. (2.9) together with the equation 


i aP”|P"®><P”| mop> =| mop? 
yields the relation 


(2.10) PP) mp) =| Mop> d(P'°— p°) 
». P®|mpp> = | dP!°P!°|P!"Y<P"° |myp) 
ui | aP'°P'°|m.p) d(P'°— p> 
= p|mop> . 
This completes the proof of eqs. (2.2) so that 
— P?|mp> = mi|mpb . 


In general, — P?|m A> = mî| mA). 
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Proceeding in a similar manner we can prove all the eqs. (2.1) and thus 
show that the ingoing particles are physical particles. 

There are two more eqs. corresponding to each of the eqs. (2.5) and (2.6) 
that arise in a similar proof for the Fermi antiparticles and for the Bosons. 
The whole set of equations is 


| {S'(p)(ip + mo)}u(p) = — Z.u(p) 
(2.11) 0(q){(— ig + m)S'(— 9} = — d(9)Z. 
| (k? + x5) A(k) = Zs, 


with 
(ip + m)u(p) = 0, »(q)(— tq + m) = 0, kK? + 25 = 0 
and 
| <0|P(a)|mp> = Z2<0| p(x) | mp> 
(2.12) £0 | Pw) |mg) = Z3<0| P(r) | moq> 
| <0| D(x) |xok> = Z2<0| q(x) |xok> . 


Eqs. (2.12) are the renormalization conditions of KALLEN. 

Corresponding to every property of the in-fields obtained in this section 
there is a similar property of the out-fields obtained by replacing in the re- 
levant equations the in-fields, states of ingoing particles, and limits to the 
remote past, by out-fields, states of outgoing particles, and limits to the remote 
puture, respectively. 


3. — The reduction formula. 


Since our postulate (ii) is weaker than the asymptotic condition of LSZ, 
slight caution is needed in applying the reduction formula technique. The 
difficulty arises in replacing the annihilation or creation operators of the out- 
or in-fields by the corresponding operators constructed from the Heisemberg 
fields. These replacements involve the constants of proportionality h, and g, 
which depend upon the state vector on whict the annihilation or creation 
operator might be acting (postulate ii-c). Once these constants have been 
properly taken account of the rest of the reduction formula technique remains 
valid without any alteration. 

The main purpose of the reduction formula is to express various matrix 
elements in terms of the t-functions. We shall use the following notation for 
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the t-functions: 


(3.1) t{yn’... |EE"...|C0"...} = CO; P{P(n) P(') ... P(E) P(E) «.. DE) B(L’) ...} 0D, 


(3.2) dq +q'+..—p —k—k'—...)r{qq'...| pp’...|kk’...} = 


== (290)- fra fan. pod 


‘exp [— i(gn + q'n'+... — p& — p'E—...— kG — k'E'—...)t{mm'...|EE...|001..}.. 


The 6-function on the left hand side of (3.2) explicitly brings out the con- 
sequence of Lorentz invariance of the t-functions. 

As a consequence of the applicability of the reduction formula and 
the Lorentz invariance of the t-functions any multiple particle state 
| Pig, «+9 Mo, ++», kxo, ...) With definite individual particle momenta can be 
proven to behave like an eigenstate of total energy momentum operator in 
matrix elements of the type 


Me £0.| FUG) | pmi Mg, czy ee) 


where 
PF) = DEE eee ae 
The proof starts with the reduction formula and (3.2), 


(3.3) £0 | PEP (1) Lo)... LEVE)... P(E) D(La) 2} 


fe 4 A ta a. 
*|PMo, P'IMG 5 QU go a 


x = Nava) gn fami fato. PN 


«Or + Pe By Dy ane I 
“exp [d(91M1+ Geno + — Prfa — Poke — «kb — hols — «)] 
Rk) RE)... 0(q) X 0g’) X... [D- q) X D(— g')X..- 
*T{Q102... — F— G ---| Papa Pe; bslimrss-kln}* 
‘D(p)x D(p')X... ]u(p)xu(p')X... 


where 
P'=p+p'+..+Q+Q9+..+k+k'+.. 
Rk=k+x; Dp)=ip+m, 


and where N is a constant. 
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From (3.3) we find that under an arbitrary translation « of the co-ordinate 
system the matrix element M transforms to M(x) given by 


(3.4) M(x) = exp[iP'a]M 
.*. (0 F(x) exp [1 Pa}| pigs .:., Gites. Keto, ..> = 
= expli(p+pD'+..-+Q0+q+...+k+k'+...)a]: 


SCO RZ) pmi GMassii eo) 


which shows that the state | pmo, ..., qm, ... kx, ...) does indeed behave like 
an eigenstate of the total energy-momentum operator P, in matrix elements 
of T-products of Heisenberg fields. This result will be useful in developing 
a general method for obtaining certain asymptotic properties of the t-functions. 


4. — Renormalized S-matrix. 


S-matrix elements are the scalar product of the statevectors of the ingoing 
particles with the statevectors of the outgoing particles. When the ingoing 
and outgoing particles are physical rather than bare we have renormalized 
S-matrix elements. It follows that in the present treatment we directly obtain 
the renormalized S-matrix elements without ever having to talk about the 
unrenormalized S-matrix elements and subsequent removal of the divergences. 

The renormalized S-matrix element for 6 ingoing Bosons, f and g ingoing 
Fermi particles and antiparticles, 5’ outgoing Bosons, f' and g’ outgoing Fermi 
particles and antiparticles is given by 


190 


<P1Moy ++, PeMo QiMo; +++) Jaro, ki%03 +++3 kyo 


+ |Pyrr4aMoy ++, PrrsMoy Peri Mo 9 orraMoy Kyrpr%oy + kr:31%0) = 
= <0|a'(p,) ... @(p,)b'(qi)... b'(q,)e'(k.)... (ky): 
‘A*(Prya) a a*(py41) b*(Qu41) «++ b*(Qy:49)*(ky41) «+ c*(ky4,)|0), 


where p, q, and k with appropriate indices are the momenta of the individual 
particles. To use the reduction formula technique we have to replace the 
operators a*(p), b*(q), c*(k) by A*(p), B*(q), C*(k), respectively, and the 
operators a'(p), b'(q), and c'(k) by A'(p), B'(g), and O'(k), respectively. For 
this replacement we have to be guided by the eqs. (1.6) and corresponding 
relations for the outgoing creation operators. If no two ingoing particles have 
identical quantum numbers then the only constants of proportionality that 
appear in the replacement of a*, b*, e* by A*, B*, C* are hy and gy which are 
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equal to one. Similarly if no two outgoing particles have identical quantum 
numbers then we can replace a’, b’, e by A’, B', C’ without any multiplicative 
factor. Thus, under these circumstances the weakening of the asymptotic 
condition has no effect on the expression of the S-matrix elements. If two or 
more ingoing particles (or outgoing particles) have identical quantum numbers 
then the unknown constants of proportionality h,, g, with n> 0 will occur 
in the S-matrix element expression. However, the contribution from such 
matrix elements to any scattering cross-section that can be measured will 
be negligible, consequently it is sufficient to know the S-matrix elements for 
all initial and final states such that neither of these states contain particles 
of identical quantum numbers. For the applicability of the reduction formula 
technique we have to exclude also such matrix elements in which all the 
quantum numbers of one or more of the ingoing particles reappear among the 
outgoing particles. With these exceptions and with the help of the reduction 
formula technique the general S-matrix element can be expressed in terms of 
the t-functions in the following form: (We drop m, and x, for brevity) 


(4.1) <pi;«-- Pi Gr; Gary Hay see ko ]S|prggo Pre don Qi a 
=Nu(p.)X...Xu(pr)X0qygs41) XK. X0(Qy 49) * 
TA) ... R(ky4n:) Dips) XX D( py) X D(— quia) XK. XD |g 49)" 
"TP, e Pri — dota 0 — Yorta | Porta vee Ports —-Qa Gorga oo» Karen — hey i — dive 
*D( pyri) Xe X D(Pyrty) X D(— G1) X XD J) ]° 
UW Pyr41) X «ee X W(pyrgy) X O(Gi) X... X (Gar) d(Pi— P;) 
where 
4049) Z330+" mt +9 (277)t-101+29+5+0) 
[Di «++ Dyas Qi >> d9+49 2h... 2h 4g]? 
Di=VPitmi; q=Vgitm; M=VK +x, 
P= Deter Prg dea di + dei lag dt ODI 
P,=Pp. +... tp tat... + +h +... + hy. 


N= ipa (— 1)f49 


’ 


There is another useful form of writing the S-matrix elements in terms of the 
ty-functions defined by 


(4.2) Tipp’ s.. | qq tc] REY = AURA es DIRSI) 


xtofpp'..|gg'.:-|kk!...} 8'(0)X SF 
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In view of the eqs. (2.11) the S-matrix element takes the following form: 


(4.3) <P13 +» Pr Fry +++) Gory xy KvelS|pyi41; oe Ps4s) 
Qraradai bps kai 
CEN MP) Xi Xb Ps) XU Ggag) X.KUqo4o) 
“Toda +» Dei Genta i Darto | Porta ce Prrag — Ga e — Yar | esita vie darai 
— ky... — ky} U(pyr41) X +. XU(Py4y) X U(Qr) X ++» X 0(Ga) O(P: — Py) , 


where 
I Wut+g')7b+9') 
N24 LN 


In the terminology of Feynman diagrams the right hand side of the eq. (4.1) 
expresses the S-matrix element in terms of the diagrams that include improper 
diagrams whereas the right hand side of the eq. (4.3) expresses the S-matrix 
element in terms of only the proper diagrams. 

In this Section we have seen that with the help of our postulates and the 
reduction formula technique we obtain directly. the renormalized S-matrix 
elements in terms of the t-functions. We devote the following sections to 
the study of some of their properties. 


PART B 
Properties of t-functions. 


Spectral decomposition of the propagation functions as introduced by 
KALLEN, LEHMANN, and GELL-MANN and Low is a powerful tool for inves- 
tigating the structure of the simplest t-functions and for defining the renor- 
malization constants by a method independent of the perturbation theory. 
We now seek to obtain certain asymptotic properties of the basic functions 
entering into the S-matrix theory by an extension of the technique of spectral 
decomposition. The general method, introduced in Sect. 7, of obtaining certain 
asymptotic properties of t-functions of any order rests on the eq. (3.4). Although 
we do not assume that a state of many ingoing particles with definite indi- 
vidual particle momenta is an eigenstate of the total energy-momentum ope- 
‘ator, eq. (3.4) asserts that under certain circumstances these states do behave 
as eigenstates of total energy-momentum operator. Fortunately, it is pre- 
cisely under these circumstances that they enter in our derivation. 
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5. — Spectral functions. 


In order to be more specific we shall assume the following field equations (17) 
and commutation rules for the unrenormalized Heisenberg fields: 
| (A+ mo) Lx) = — gys Da) Pa) + dm Pa) = I,(1) 
(5.1) Palo — mo) = 970) D(x)y,— dm'P (x) = —T,(0) 
| (O — 23) Da) = g P2)y (1) + dx? Da) = — J,(1) 


{P(2), Y(a') 0-9 = ty? da — x’) 
[0 P(x), D(w'))0_,° = —t d(x — x’). 


The true propagation functions S’ and A’ and the complete self energy (SE) 
parts 2, and //, are given by 


<O| TY (2) ?(2')}|0) = iS"(x# — 2’) 


<0| T{D(x) B(x’) |0> = — id'(a— 2’) 
(5.3) + 
<0|T{I,(2)I,(x")}|0) =. i2,(@ — av’) 


<0| T{J,(x) J,(a')} |0> = — iT ,.(a — 2’) . 


The spectral functions (**) 9, and 0, of the Fermion field are defined by 
the following equation: . 


(5.4) ipor(— pe) Mapa p*) = — (22)? | <0| (0) 


a 


Y (0) |0> d(p'(A) — p) - 


where 2 is any complete set of quantum numbers and p'(4) is the energy- 
momentum four vector expressed in terms of Z. These spectral functions have 
the following properties 


(5.5) oi(u?) = Za 6(u® — mi) + O(u — Mm, — xo) (we ) î =1,2; w>od, 


(5.6) o' (ue?) = o1(2°) — 0s(2°) SO ; o. (1°) + O2(u?) > 0 


(17) We have neglected a term of the form 14@8(x) in the expression for J,(+). 
To take account of this term in the various equations that occur subsequently we merely 
have to replace dx? by ¢x? — A(0| D?|0). 
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Similarly the spectral function « of the Boson field is defined by 


(5.7) x(— k?) = (22) | <0| B(0)| 2><A2| B(0) | 0> 6(k’(A) — k) 


4A 


and it has the following structure 


(5.8) a(x?) = Za d(x° — 20) + 0(x — Baty) (xe?) , 
(5.9) a(2?) > 0 ; “20 


The functions of), of (u*) and «®(x°) do not contain 6-function singu- 
larity. Another important property of these functions is obtained by com- 
paring eqs. (5.2) with the equations 

co ao 
<0 | (P(x), Y(x')} | 0>.0- 2° =tyd(x — x) faye (1°) = ty°d(x — a') Za fa auc 
0 (Mg +269)? 


and 


£0 |[2 P(x), D2')] Oda 0= — idla— x’) [dx2a(x2) = 


0 
foo) 


= — 10(x — x’) È + [dura ; 
(3x0)? i 


In addition to the well known inequalities 0 < Z,<1 and 0< Z,< 1 we also 
obtain 


0 = fante Te) <A 
(5.10) es 
; <| duo) <1 
(mM, +%0)? 
and 
tose) 0 < | dxFa%(x?) <1. 


(3x0)? 


We remark at this point that until the values of Z, and Z,; are better known, 
no inequalities such as (5.10) and (5.11) can be asserted for the corresponding 
spectral functions of the renormalized fields. 
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If we make certain physically plausible assumptions about good beha- 
viour (18) of the spectral functions for large mass values then together with 
the properties (5.6), (5.9), (5.10) and (5.11) we can deduce the following equa- 
tions: 


(5.12) oh 

jim pop) = 0, 
and 
(5.13) lim 22oO(42) = 0. 


The properties (5.6) and (5.9) through (5.13) are the desired properties 
of the spectral functions which form the basis for developing a general method 
of obtaining certain asymptotic properties of the z-functions. 


‘6. — Self energy parts. 


In this Section we want to separate the finite parts from the complete 
SE-parts and then obtain some of the asymptotic properties of the finite parts. 
The separation is done in a form similar to that given by Dyson but is in- 
dependent of perturbation theory. However, we choose to make this separ- 
ation in the complete SE-parts rather than in the proper SE-parts for two 
reasons. Firstly, the expressions for the complete SE-parts (eqs. (5.3)) come 
naturally to the present formalism, and secondly, in the process of separating 
the finite parts of the complete SE-parts. we do not need to introduce the 
infinite quantities (1°) C(g) and B(g) as only the finite quantities C(g)) and 
B(go) occur in the equations. 

In terms of the spectral functions, the propagation function S'(p) is 
given by (7°) 


pe , ipor(u*) — pos(#°) 
(6.1) S'(p) = fa ap: 


’ 


0 


where the limit 7 — + 0 will always be implied in this and subsequent ex- 
pressions. 


(8) For example, we assume that x(x?) and (mu?) become monotonic decreasing 
for large x? and yu? respectively. See G. H. Harpy: A Course of Pure Mathematics, 
p. 361, 9-th edition, (London). A 

(!9) g and g, are the unrenormalized and renormalized coupling constants respec- 
tively. O(g) and B(g) correspond to the O(e) and B(e) defined in TPE, Eqs. (10-27) 
and (10-31). O(g)) =1—Z,;, Big) =1—Z. 
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Substituting (5.5) in (6.1) we obtain 


(6.2) S'(p) = Z.8(p) + X+(p) 
where 
LE ip + Mo 
SP) = + mi — iy 
(6.3) 


(0) 


1 à 
| 5,0) = [ape Pee) — nes) | 


pe + we — în 


(Mo +X)” 


Let us note that from the postulate (i) about the mass spectrum we conclude 
that S'(p) may be singular only at free particle momenta p, i.e. when p?= —- m3. 
+,(p) cannot be singular at any such p on account of the inequalities (5.10). 
Consequently 2',(p) must be finite for all p. From this we can deduce 


certain conditions of good behaviour on the spectral functions oe? (yu?) and 


1 
03 (11°). i 


The propagation function $S'(x) and the complete SE-part 2,(x) are related 
through the field equations: 


(6.4) (0 + mo){0| TEP (x) P(x')} |0>(o' — mo) = 


= — <0| T{Z,(x)I,(2')}|0) + i(0 + m, + dm) 6(a@ — a’). 
The Fourier transform of the equation (6.4) is 
(6.5) (ip + mo)S'(p)(ip + mo) = X,(p) — dm — (ip + my) . 
Substituting (6.2) into (6.5) we obtain 
(6.6) Z,(p) = dm + (1 — Z,)(ip + mo) + 21/(p)(ip + mo)? , 


which can be regarded as the separation of the finite part 2,,(p) from the 
complete Fermion SE-part 2,(p). 
In a similar way we obtain 


(6.7) A'(k) = ZA (k) + Lk) 


(6.3) IT,(k) = dx? + (Zs — 1)(k* + 260) +L (he?) (k? + x?) , 


30 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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where 


DI 


Be tla sa ETA 


(0) (4,2 
(6.9) Tk?) = i dx? ia 
(8x0)? 

Equation (6.8) gives the separation of the finite part J/7,,(k?) from the complete 
Boson SE-part //,(k). We find from the equations (6.2), (6.6), (6.7) and (6.8) 
that the entire physics of the propagation functions and SE-parts are con- 
tained in the corresponding finite parts 2,, and //,, because any theory must 
eliminate explicit occurrence of dm, dx°, Z,, and Z; in actual calculations of 
the cross-sections. 

We wish to remark at this point that the possible degree of divergence of 
the SE-parts 2'(p) and //7,(p) cannot be as high as estimated in the perturbation 
theory. The mass shifts (*) 6m and dx? are given by 


foo] 


dm = | du*{moo?'(u") — pot (1°)} 
(6.10) er 
| Oe? = | choc? (26% — 92 ane?) 
| (329)? 


Substituting (6.10) into (6.6) and (6.8) we find that on account of the inequa- 
lities (5.10) and (5.11) ZZ,(k) may at most be linearly divergent and 2,(p) if 
divergent at all must diverge slower than linearly. This apparent discrepancy 
with the perturbation theory estimate, according to which the Boson SE-part 
is quadratically divergent and the Fermion SE-part is linearly divergent, must 
be attributed to the mass counter terms in the definitions of X,(x) and J7,(a). 

Now we shall obtain an asymptotic property of 2,;(p). The method em- 
ployed is extremely simple. The expression whose asymptotic property is 
sought is expressed as an integral over the spectral function and then the 
sequence of the limiting and integration processes is interchanged. This 
interchange is not always permissible. However, if we make certain physically 
plausible assumptions about good behaviour of the spectral functions for large 
masses and use the properties (5.6), (5.9), (5.10) and (5.11), then under some 
circumstances this interchange is permissible and leads to useful results. For 
our purpose a set of sufficient conditions includes, in addition to (5.6), (5.9), 
(5.10) and (5.11), smooth monotonic behaviour (2°) of o&(x*), woe(u*) and 


(2°) See appendix. 
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oS (uv?) for sufficiently large masses. It is likely that the last condition can 
be weakened but we shall assume it to be true in what follows. 

Let us consider the following expression 


(6.11) lim (ip + mo)[(L = Ze) + (pt mo) Xr(P)] = 
peer Sine » {pos (u?) — moot(u*)] _ 
= lim (ip + mo) far co) + (pt mo) fa os = 
(my +H)? (Mg +H)" 
Lar . es Mo (0); 2 
= lim (ip + mo) fa penna (4°) 


(My + x)? 
S pos (pi) — mood) 
— dim, (pt + mi + ip) fue OI re 


(mg +40)? 


co 


lim (p? Dome moip) du? nos (pu?) Tu M0? (Lu) ‘ 
— p°-> 0 p? + he = in 


(Mot Ko)? 


The sequence of limiting and integration processes can be interchanged if, 
(a) it is given that the limit exists, or, (6) the mass shift dm given in eq. (6.10) 
is finite. In either case we obtain 


(6.12) lim (ip + mo)[(1— Zs) + (ip + mo) T(M)]} = — dm. 


— pao 


We conclude that the quantities 
lim (ip + mo)(1 — Z2) + (ip + mo) X,(p)] and —dm, 


are either both finite or both infinite. In case they are finite they are also 
equal. Note that eq. (6.12) can also be written as 


(6.13) lim Y(p) =0. 


— pîo>o 


In a similar way one obtains that the quantities 


lim (#8 + 2X(1—Z)—(4°+2)Z7,,(k°)) and de, 


—k> 
are either both finite or both infinite. In case they are finite 


(6.14) lim (k* + x2)[(1 — Za) — (ke + x2) IT g(k?)] = dx, 


—k*—+>o 
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i.e. 


(6.15) sum, Ak) =0. 

These asymptotic properties which relate the finite parts of SE-parts to 
the mass shifts are the main results of this section. We might add that the 
well known asymptotic properties of the propagation functions (°) 


lim (ip + m)S8'(p) = —1 


(6.16) yea 
tim (B+) A'(k) =1, 


—-k*—>o 
has been rederived by Y. TAKAHASHI (?!) by a similar interchange of limiting 
and integration processes. 


7. — Vertex part and general 7-function. 


We shall now develop a general method of obtaining asymptotic properties 
of the t-functions. 

The properties expressed by the equations (5.13), (5.12), and (3.14) of the 
spectral functions and of the states of ingoing particles are basic to the de- 
velopment of this method. As we shall see presently, the spectral functions 
can be expressed as a series, each term of which is the contribution from a 
particular t-function. In the cases of 0,(u?) and «(x?) every term in the series 
is non-negative so that the eqs. (5.12) and (5.13) hold good for each term 
separately. This leads to the desired asymptotic property (*??). To illustrate 
the method we shall obtain certain asymptotic properties of the vertex part. 
These properties have already been obtained by LEHMANN, SYMANZIK, and 
ZIMMERMANN (?*) in an entirely different way. 

The (proper) vertex part /'(x —y, y— ') is implicitly defined by the fol- 
lowing integral equation: 


(7.1) <0| T{Z(2) Ya’) D(y)}|0) = 
a gfasfanfacse-9re-n CIO 


= aya “af dS L(G, ¢) Sq‘) Aa — 7’) exp Liga — y) + ig'(y — #')). 


(21) Private communication. 
(22) KALLEN has used a similar idea to study the photon self-energy part, cfr. ref. (*). 
(23) H. LEHMANN, K. SyMANZIK and W. ZIMMERMANN: Nuovo Cimento, 2, 425 (1955). 
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The asymptotic properties we want to prove are 


(7.2) lm Pp +k, pup) = 0, 
(7.3) _ jm Fara pup) =0, 
where 


(ip+m)up)=0;  Tiglig—m)=0; M+x2=0. 


Equations (7.2) and (7.3) mean that a vertex part, linked to a virtual Boson 
or Fermion line of infinite mass, vanishes. From the eq. (5.4) we see that 


(27)? 


eel") — 


Tr fip[<0 | ¥(0)|a><A| (0) |06(P(a) — P) L 
i 


Let us take 4 to include the occupation number n of the ingoing particles and 
the momenta of the individual particles, 


(7.5) 01(— eg — Zn0in(— PA) , 


where 0,,(— P?) is the contribution from the intermediate state of » ingoing 
particles. Similarly one can define 0,,(— P?). The inequalities (5.6) which 
are a simple consequence of the Lorentz transformation properties of the 
product of two Fermion fields hold good separately for each pair of 01,(— P?) 
and @2,(— P?), 


. Oin(— PB?) > 0. 
From the eq. (5.12) we then obtain 
(7.6) dim wom) = 0. 
We shall consider the term arising from the intermediate state consisting of 
a Fermi particle and a Boson. We have seen before (eq. (3.4)) that the inter- 
mediate state of definite individual particle momenta behaves like an eigen- 


state of the total energy momentum operator. Consequently, in the present 
case eq. (7.6) takes the following form: 


Si 
(7.7) lim 720 Tr [ie] ‘p fa ò(p +k— P)- 


-Y <0|7(0)| pm, kxo<pmo, kxo|¥(0)|0> = 0. 


spin 
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A straightforward application of the reduction formula ('*) together with 
eq. (7.1) leads to the following expression for the matrix element occurring 
in (7.7) 


<0 ' V(x) | pm, kx) i (277)-*9(Z,Z:)* ( Mo ) È 


2ew 


"{(k? + 26) A(k) S'(p + k) Pp + k, p) S'(p)(ip + mo)} u(p) exp [i(p + k)a] . 


Remembering the eqs. (2.11) we obtain 


(7.8) <0|P(a)| pm, kx) = 
z 
= Cal tg ZZs)8 (2) tp +) Fp + hy) ep) exp [itp + ad: 
Similarly 
(7.9) <pm, kxo| P(x)}0) = 


1 
= — (27)-*9(Z3Z3)? (e) u(p)I(p,p+k)S'(p+k)exp[— ip + k)e]. 


From Lorentz invariance we conclude tha following structure for /'(p, q) 
1 
(7.10) Tp, 9) = > (ip)*ys(— Pol p°, — a, —(p — 9} - 


«,B=0 


Invariance under charge conjugation leads to 
(7.11) oh {—P?, —@, —(p —9@)*} = (—1)**4 05 {— 7, — PD, — (a — 3)*} . 


Now, if we substitute (7.8) and (7.9) into (7.7), carry out the spin summation, 
perform the integration 


for] gb sp +k —P) = 


Awe 


4 


P°_mt%. m | /(P?— mg + x), MG 
nai | 9 p? 2 iP È mo pi + 4 pr 


O(— P°+ mi — xp — 2V — P?m)0(— P? — mo — 43) è 


and use the eqs. (6.16), (7.10), and (7.11), we finally obtain - 
VARESE eg A ARTO, ass 
16 TAM LIO the 


+Tr{iP(3iP— mo) D[ (ipy: (mofots(— Pmi, x8) (iP) (mo) of'a(—P?, ms, x5) |} =0, 
a, 8,0’ ,B" 
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or 


lim {(iP)®y5(mo)f 07 g(—- DI, mi; x3)}? ZI 


— P?> 0 
or 


im. Fe +h p)u(p) =0, 
which is the desired result, eq. (7.2). 

The proof of eq. (7.3) is quite similar except that the Boson field now takes 
the role played by the Fermion field in the proof of eq. (7.2). A function 
A,(x—y, y—«') defined by 


(7.12) <0 | TUL, (x) L(x") J,(y)} |0> = gA.(e—y, y—2') 


is related to the (proper) vertex part (x —y, y— 2') in a somewhat similar 
way as the complete and proper SE-parts are related. In a theory of t-functions 
it will probably be easier to work with A, rather than with J" just as it is 
simpler to work with the complete rather than proper SE-parts. However, 
A, and J" are related to each other through the field equations. In terms of 
A, the eqs. (7.2) and (7.3) read 


(7.13) pro [A,(p + k, pP)+(Z:+Z3—1)ys]Up)=0, 
(7.14) _ im, Hq) A(— 4g, p) + (2Z,—1)ysu(p) = 0. 


Now we Shall indicate how this method can be generalized te obtain certain 
asymptotic properties of any t-function. The whole trick lies in a suitable 
choice of the occupation number quantum numbers n of the intermediate 
states in the eq. (7.6) or in the corresponding equation for the Boson-field 
spectral function. Suppose we want the asymptotic properties of 
t{p'|p|k(p+k—p')} which occurs in the S-matrix for Compton scattering. 
If for n we choose two Bosons and one Fermi particle then the matrix elements 
involved in g,,(—P?) will be expressed in terms of the above mentioned 
t-function by means of the reduction formula. The equation 


slim Prot P) = 0, 


will then give a desired asymptotic property. Similarly, another asymptotic 
property of the same t-function will be obtained by considering the contri- 
bution to «(— P?) from the intermediate states of one Boson and a Fermion 
pair. This technique can obviously be generalized to apply to any t-function. 
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8. — Summary and conclusions. 


In Part A of this paper we begin with a set of postulates which are similar 
to those of LEHMANN, SYMANZIK, and ZIMMERMANN except that our asymptotic 
condition is weaker. The need for this weakening is suggested by the basic 
difference, in the remote past and remote future, between the behaviour of 
the vacuum to one particle matrix elements of the Heisenberg fields and that 
of all other types of matrix elements of these fields. We do not invoke the 
adiabatic hypothesis to assert that the states of ingoing or outgoing particles 
with definite individual particle momenta are also eigenstates of the total 
energy-momentum operator. Neither have we assumed any commutation 
relations between the in- or out-fields and the total energy momentum operator. 
Completely based on our postulates we prove that the in- and out-fields des- 
cribe physical particles. 

The renormalized S-matrix elements are the scalar products of the states 
of ingoing and outgoing particles. Since the reduction formula technique of 
LSZ remains valid even with our weaker postulate almost all the S-matrix 
elements are expressible in terms of the t-functions. The exceptions are matrix 
elements in which two or more particles (irrespective of their belonging to the 
initial or final states) have identical quantum numbers. 

In Part B of this paper we study some of the properties of the t-functions. 
that enter into the S-matrix. We find that the complete self-energy parts 
2’, and //, which contain the mass counter terms (eqs. (5.3)) are simpler to 
work with than the usual proper self-energy parts. The eqs. (6.6) and (6.8) 
give the perturbation independent separation of the finite parts of the complete 
self-energy parts. It is noted that the only possible divergence is in the terms. 
òm and 6x? on the right hand sides of these equations and, further, the degree 
of divergence is lower than the usual estimates in any particular order of per- 
turbation theory. 

Two new asymptotic properties (6.12) and (6.14) of the finite parts 3}; 
and //,; are discovered which relate them to the mass shifts 6m and 6x?. 

Finally, a general method of obtaining some asymptotic properties of 
t-functions of any order is developed. This method is a consequence of the 
eqs. (5.12), (5.13), and (3.4). As an illustration we dererive some of the known 
properties of the vertex part by this method. 
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APPENDIX 


We want to give a set of sufficient conditions on the functions «(x*), wo?(u") 
and o?(u*) that will warrant the interchanges of the limiting and integration 
processes in the right hand side of the eq. (6.11) and in a similar expression 
obtained from the finite part of the Boson SE-part. The only new conditions 
that are imposed relate to the monotonic behavior of these functions and their 
derivatives for sufficiently large masses. From a physical point of view these 
conditions look plausible but the possibility exists that they might be weakened. 

Let us denote any one of the functions (*) mentioned above by f(x) where 
the variable 2 now replaces the mass variable 4 or x?. The interchange of the 
Sequence of the limiting and integration processes under the assumption that 
the mass-shift is finite corresponds to the theorem 1 and the interchange under 
the assumption that the limit (on the right hand side of eq. (6.11)) exists cor- 
respondonds to the theorem 2. 

THEOREM 1. — Hypothesis: 


(i) f(2) is a real valued function defined in 0 < x < co 

(ii) f(x) >0 for all e> X. 

(iii) f(x) is monotonic decreasing for all x > X. 

(iv) f'(2)=df(x)/dx exists and — xf'(x) is monotonically decreasing for 
all «> X. 


Theorem 
a 
lim P[. f(a)da =e 


Proof: From (ii), (iii) abd (v) we find that 


(A.1) lim xf(x) = 04 


Lo 


We divide the integral 


J (a) = Pf fe) ae 


(*) We shall assume that |so$?(u?)| becomes monotonic decreasing for sufficiently 


large u. We identify f(x) with + xo!) or — uo (8) whichever is ultimately mo- 
notonic decreasing. On account of eq. (5.12) it will then follow that f(x) becomes ulti- 


mately non-negative. 
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into three parts 
(A.2) J(a) = Jy(a) + J2(a) + J3(a) 
where 
ta 
a 
na) = [fear 
0 
ga 
a 
Ja) = Pie = Ha) de , 
ta 


For the first integral we write 


ta 3a 
(A.3) J(a) = | f(a) da + | —— {(0) daw 


The second term on the right hand side may be split into two integrals for 
any positive X, < ha 


ta ot 
% x 
flo ia eS 
0 0 : 
For arbitrary 7, > 0 choose X, such that X, > X and xf(x) < 7, for all a > A. 
The existence of this X, is assured by the eq. (A.1). Then choose a, such that 


a> Xi, LS His 


1 
a, — X, 


where F is the upper bound of |xf(x)|. 
Xi 


x x, 

.. ul< ; ; 
[Ze feoan qe Eth for all a> a, 
0 


and 


franca 
«| 


DAG 
= = mlog2 (1-2) <m log? for all a> a, 


f(v) da |< 7,(1 + log 2) for al a>a,, 
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1.0. 
ta È 
lim ag fw) de sO 
0 
From the eq. (A.3) we now obtain 
(A.4) lim J,(a) = [1 da = "or, 
oe 0 
For the integral J,(a) we have 
fa a-a fa 
Pfar 210 = bm a { fo 2 fan {2}. 
ia 4a a+ 
Using the mean value theorem we can write: 
fa Dos | {a)—(a—a)f(a—(a—2)0,)}, O<0,<1 
fa Fa 
and 
fa fa 
fac ie =|. {f(a) + (w —a)f'(a + (@—a)0.)}, 0<0,<1. 
ata ata 
Hence 
fa a-a fa 
P|do — " f(x) = dim, a { [arr — (a—2)0,) +f ax f(a + (e — ayo.) 
fa Ya ata 
lim | da f'(a — (a — x)6,) = = f(a 3 sa 2) f V< eee 
rate. 2 2 
Similarly 
la 
tim f della + (2 — a)0,) = sar (a Lo F Vb =< ie 
Hence 


We now consider the function p(x) = — f(x). Notice that for all «>, 
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g(x) is non-negative and monotonically decreasing. Furthermore, 


is convergent 


. lim #g(“) = — lim e’f(e) = 0. 
a@—>co a> co 
From this follows that 
(A.5) lim J,(a) =0. 


Lastly, for the integral Js(a) we find 


| Js(a)|< 2] f(x) de. 
ga 
Hence with the condition (v) print this with a spacing after the word condition. 
(A.6) lim Js(a) = 0 
combining (A.6), (A.5), (A.4) and (A.2) we find 


jim J(a) = c Q.E.D- 
THEOREM 2. — Hypothesis: 
(i) f(x) is a real valued function defined in 0<x< 00; 
(ii) f(x) >0 for all w> X; 


(ili) f(x) is monotonic decreasing for all «> X; 


(iv) f'(v) = df(x)/dx exists and — f(x) is monotonically decreasing for 
all'età; 


© 


(v) lim P | da 5 f(x) is uniformly convergent. 


a—co a—eZ 
0 


Theorem: 


(ce) ao 


lim Pa * — tx) =| da f(a) . 


ao a 
0 0 


Proof: We split the integral 
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into the same three parts 


J(a) = J,(a) + Js(4) + Js(a) 


as in the eq. (A.2). 
The uniform convergence of the integral J(a) for arbitrarily large a implies 
that 


lim J,(a) = 0 ; lim J;(a) = 0, 
therefore, 
ta Xi 4a 
iim | da = f(x) =fa —— f(x) + lim] da f(x) 
0 0 Xi 
is convergent. But 
ta ta 


fo - — f(a) = fazio 


Da x. 


(ce) 


sia | daf(x) is convergent. 


0 


Now all the conditions of the theorem 1 are satisfied. Therefore 


lim P far F: È nl) =|dx{f(x). Q.E.D. 
0 0 
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ConTENTS. — Introduction. — 1. Thermodynamic approaches to the 
problem. — 2. The classical mechanical analogy. — 3. Conclusion. 


Introduction. 


Since most physical processes in nature may be formulated as variational 
principles, provided they can be expressed as a set of mathematically simple 
differential equations, it is not surprising that an unwarranted place within 
the laws of nature has been reserved for such «least» theorems (1). Thus, 
PLANCK claimed the action principle «to come nearest to the ideal final aim 
of theoretical research ». 

It is the purpose of this investigation to determine the extent to which 
chemical processes can be subsumed under the category of variational prin- 
ciples. This extends the work of one of the authors on variational principles. 
in dynamics and quantum theory (1). However, we do not propose to con- 
sider the detailed atomic rearrangement occurring in any particular reaction, 
and consequently the quantum-mechanical aspects of molecular structure are 


(1) W. Yourcrau and 8. MANDELSTAM: Variational Principles in Dynamics and 
Quantum Theory (London, 1956). 
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ignored. As thermodynamics does not depend on the atomic constitution of 
material systems, it probably provides the most apposite means for our inquiry 
into chemical reactions. 

_Now, the very terms which arise in chemical kinetics and thermodynamics, 
e.g. reaction co-ordinate, «driving force» and velocity of reaction already 
indicate an analogy between a dynamical system and a chemical process. 
Likewise, HINSHELWOOD (?) has pointed to the «real chemical inertia » which 
tends to slow down chemical reactions. And finally, from the work of GLASS- 
TONE, LAIDLER and EYRING (*) it seems that a chemical process can be con- 
ceived as the movement. of a point along the reaction co-ordinate, i.e. the 
reaction path drawn in one plane. 


1. — Thermodynamic approaches to the problem. 


Historically, the application of minimal principles to thermodynamics was. 
first undertaken by HELMHOLTZ (*) who showed for reversible processes that 
the Lagrangian function was analogous to the negative « Helmholtz free 
energy », F. He then suggested that all irreversible processes might be re- 
garded as quasi-reversible; only the limitations of our technical tools prevent 
us from reversing the molecular process in a chemical reaction. In a dif- 
ferent context, a somewhat similar idea is embodied in Tolman’s prineiple (5) 
of microscopic reversibility. 

In a recent paper, FÉNvYES (6) has extended Helmholtz’ rather vague mi- 
nimal considerations to a variational principle 


5| Pat = 0. 


This equation is equivalent to the statement that AF =0 (F a minimum), 
for reversible processes at constant temperature and volume. Further, he 
introduces a more general form of this variational condition for the case of 
an irreversible process, namely 


[ur + pa -o0, 


(2) C. N. HinsHeLw00D: The Structure of Physical Chemistry (Oxford, 1951). 

(*) GuASsTONE, LAIDLER and Eyrine: The Theory of Rate Processes (New York, 
1941). 

(4) HeLmHoLTZ: Crelle’s Journ., 100, 137 (1886). 

(®) R. Totman: The Principles of Statistical Mechanics (Oxford, 1938). 

(3) I. FénvES: Zeits. f. Phys., 182, 140 (1952). 
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where f is a function which expresses the restriction of the movement of the 
mechanical system (to which thermodynamics is formally analogous) by two 
non-holonomic constraints. However, on closer scrutiny we observe that the 
above-mentioned equation—like the so-called « differential principles »—cannot 
be integrated, and therefore any pursuit of this approach is not likely to prove 
profitable. Later on, we shall return to the Helmholtz-Fényes formulation of 
a thermodynamic variational principle. 

As an alternative attitude towards the thermodynamics of natural irre- 
versible processes, the work of DE DONDER, PRIGOGINE and others evades 
the exclusive employment of dynamics as the archetype of thermodynamics. 
PRIGOGINE and DEFAY (°) define the extent of a chemical reaction at any 
moment ¢ in terms of the «reaction co-ordinate », or «degree of advance- 
ment», & by 


where n, is the number of moles of the i-th component at any time t, nf the 
number of moles at time t = 0, and », the stoichiometric coefficient. This 
coefficient is negative for reactants and positive for products. The advantage 
of using such a quantity is that it has the same value for each substance par- 
ticipating in the reaction (5). The velocity of reaction is defined by v = (dé/dt). 
For a closed system, the differential of the entropy may be written 


dS = 4,8 +4,8, 


where d,S = dQ/7 represents the entropy change due to the external heat 
change dQ, and d,;S = dQ'/T the entropy change due to irreversible processes 
occurring within the reaction system (dQ’ is referred to as the « uncompensated 
heat »). Restricting ourselves to an isolated system, we have 


CS BS LL 


If the only change that takes place in the system is due to chemical reaction, 
then the production of entropy is determined solely by dé. Accordingly, 


do'=Td,8=AdE>0. 


In this relation a function of state, A, called the affinity, is introduced by 


i 


(7) I. Pricgoginr and R. Deray: Chemical Thermodynamics (London, 1954). 
(8) K. G. DENBIGH: The Thermodynamics of the Steady State (London, 1951). 


ee ORI Pe TOE ee e RIO a 
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DE DONDER (*). The affinity is defined by the relation 
A=— vu, = — (0G/08),.5; 


where y,; is the chemical potential of the 7-th component and G is the Gibbs 
free energy. The inequality mentioned above is due to the fact that the entropy 
production is always positive for an irreversible process. Hence, 


A(dé/dt) = Av>0. 


This De Donder inequality is the most significant relation in Prigogine’s de- 
velopment of chemical thermodynamics (7). The affinity A can be designated 
as the « driving force » of a chemical reaction. The product Av will, of course, 
be zero at equilibrium. In the form Av > 0, this relation is the basis of Pri- 
gogine’s treatment of « theorems of moderation », of which the most outstanding 
is the principle of Le Chatelier-Braun. Although De Donder’s inequality cannot 
be written as a variational principle, it has nevertheless been demonstrated 
by DENBIGH (7°) that the product Av is a minimum for processes not too far 
removed from the equilibrium state. 

In his latest monograph, PRIGOGINE (1) deals tentatively with variational 
principles in irreversible thermodynamics. He introduces the additional pro- 
perty of the entropy production per unit time which we may express as djS/dt?<0, 
and attempts to find a function L with the properties of the entropy pro- 
duction (d,S/dt) mentioned above. This function is tantamount to a more 
general rate of entropy production. In a stable, stationary state, L, of course, 
is a minimum. For certain cases where L can be derived, it appears to be 
a function of the square of the rate of the irreversible process. Therefore, 
this square has a minimum value in the stationary state. Prigogine’s specul- 
ation that this fact is reminiscent of Gauss’ « principle of least constraint » 
is not very convincing, as the Gauss theorem is, after all, a differential prin- 
ciple in no way related to a true variational principle (7). 

We are now in a better position to evaluate Bak’s derivation of a minimum 
principle for non-equilibrium steady states (17). Using a one-dimensional dif- 
fusion equation, he establishes that such a state is accompanied by a minimum 
in a characteristic function which may be described as the sum of « resistance » 
times « fluxes » squared, Y R,J7. This function corresponds to the entropy 

t 


() TH. DE DoNnDER: Bull. Ac. Roy. Belg. (Cl. Se.), (5) 7, 197, 205 (1922). 

(19) K. G. DeNBIGH: Trans. Faraday Soc., 48, 389 (1952). 

(11) I. PRIGOGINE: Introduction to Thermodynamics of Irreversible Processes (Spring- 
field, 1955). 

(12) T. A. Bak: Journ. Phys. Chem., 59, 665 (1955). 
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production, except for a constant factor, subject to the necessary condition 
that the reaction is near true equilibrium. Whence we may be tempted to 
conclude that in a chemical process we have a minimum principle for con- 
ditions close enough to equilibrium, as in the case of Hamilton’s principle, 
where a real minimum is attained, provided the path of the system is short 
enough. It is worthy of note, however, that a steady state near equilibrium 
is hardly a general case of an irreversible process. 

In a recent discussion, PRIGOGINE (1%) has dealt with non-linear problems 
in the thermodynamics of irreversible processes. He finds that stationary 
non-equilibrium states are characterized by a minimum of a quadratic function 
of the rates of irreversible processes. Near equilibrium, as in Bak’s work, 
this function is simply the entropy production. In the most general case, 
the function is found to be 


m= — NL , 


a 


where J; is the rate and YX, is the time derivative of the generalized force or 
affinity. This function is formulated for the case of a single chemical reaction 
in the following section. 


2. — The classical mechanical analogy. 


We now propose to develop a rigorous treatment of a chemical reaction 
as a classical mechanical process. Let us firstly define the velocity and acce- 
leration of a chemical reaction by 


v = dé/dt and p= IU 


respectively. Secondly, we assume that we may identify the Lagrangian 
function with the Gibbs free energy, G. The justification of this assumption 
is provided by our subsequent work. This quantity G may be regarded, in 
general, as a function of the degree of advancement &, the velocity dé/dt, and 
the time t. We here postulate that conditions of constant temperature and 
pressure hold throughout this discussion. We may therefore express the 
variational principle in the form 


3/46, dé/dt, t)at =0. 


(13) I. PRIGOGINE: Heat Transfer and Fluid Mechanics Institute Papers, p. 261 
(Stanford, 1956). 
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This principle is equivalent to a set of differential equations (the Euler-La- 
grange conditions): 


cl 0G oles 
dt \0(dé/dt) ga 
Utilizing our previous definition of reaction velocity, the above equation 
becomes 


d (5) 0G 
——- = 0, 


dt \ ev 0& 
which is simply « Lagrange’s equation of motion for a chemical reaction ». 
On this basis, we may extend our analogy by defining a « chemical momentum » 


Donan, = (00/00). 


In the more specialized, usual case, however, the Gibbs function depends 
only on é and is independent of time. It follows that the above « Lagrange 
equation of motion » reduces to 


2 


— (@G/aé) = A =0. 


From Prigogine’s paper referred to above (1%), it seems that, for a chemical 

reaction, the quantity characterized by a minimum in the stationary state 
‘is Av (equivalent to the entropy production) near equilibrium, or, in the 
general case, —vA, a function which vanishes in the stationary state, and 
is positive in all non-stationary situations. This function has been discussed 
by the authors in connection with the acceleration of a chemical reaction (14). 
It appeared that the time rate of change of the affinity, A, exists in the case 
of a general accelerated reaction. Consequently, in such a general case, the 
Gibbs free energy is a function of time. 

The method adopted here (which is an elaboration of the Helmholtz-Fényes 
approach in terms of modern thermodynamic concepts) leads any purely formal 
axiomatic treatment of the « congruency » between mechanics and thermo- 
dynamics to a logical conclusion. Yet, at the same time, it reveals the wide 
gulf between conceptual rigour and physical reality. 

The foregoing remarks imply that it is possible to view a chemical reaction 
as the motion of a « point » along one dimension (viz. the reaction co-ordinate) 
in a «reaction space » with the co-ordinates v, y, É, where x and y are any 
two independent variables of state. It is essentially this concept which is 


(14) C. J. G. Raw and W. YourGrau: Nature, 178, 809 (1956). 
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employed in the field of absolute reaction rates (*). There it is found that 
the reaction system follows «the most favourable reaction path on the po- 
tential energy surface »; in other words, this route — the reaction co-ordinate — 
signifies the path of minimal potential energy. Like trends of reasoning are 
encountered in all processes which involve minimum expenditure of some 
quantity. While such a conception is undoubtedly attractive to workers in 
chemical kinetics and has, moreover, proved fruitful in the treatment of rate 
processes, it cannot be denied that for our purposes its application is of little 
avail. Nevertheless, the above outlined transition state theory with its so- 
called «saddle-point » and its reaction path of minimum energy, yields perhaps 
the nearest analogy to a true variational principle for a chemical reaction. 


3. — Conclusion. 


In spite of all these superficial resemblances, any rigid attempt at reducing 
chemical reactions in toto to dynamical systems and thus to variational prin- 
ciples is doomed to failure. Resorting to pictorial representation of a chemical 
process as a means of illustrating the macroscopic process is of value only 
as a broad auxiliary simplification facilitating the interrelation of theory and 
experimental data. Any deeper understanding of a chemical reaction demands 
recourse to quantum-mechanical methods which operate in the microscopic 
field of molecular structure. 

It is thus only in a restricted sense that minimum principles, in the form 
of «least » theorems, can be derived for the equilibrium or steady state situation. 
Variational thecrems — and this includes minimum principles — are no less 
and no more than means of summarizing existing, results. 
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Introduzione. 


È noto che talune reazioni di scambio isotopico del deuterio sono state 
impiegate su scala industriale per la produzione di ossido di deuterio (D,O) 
che viene impiegato in quantità dell’ordine delle tonnellate quale moderatore 
nel campo della ingegneria nucleare. Per i processi di produzione dei precon- 
centrati di acqua pesante può essere opportunamente sfruttata la reazione 
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HD+H,0 = HDO+H,, che procede con velocità utile solo in presenza di 
‘atalizzatori. Alcuni tipi di catalizzatori a base di Ni, di Pd, di Pt e di Fe 
sono stati da noi preparati e studiati per la reazione in fase vapore in una 
serie di esperienze eseguite durante il periodo di tempo che va dal 1° Settem- 
bre 1951 al 28 Giugno 1954. 

Diversi autori, a partire da J. HORIUTI e M. POLANYI (1), A. FARKAS e 
L. FARKAS (?), fino a K. HANNERZ (*) si sono dedicati allo studio del mec- 
canismo di scambio fra idrogeno e deuterio in presenza di superfici metalliche 
catalizzanti. Da un punto di vista teorico le equazioni cinetiche delle reazioni 
di scambio isotopico in sistemi omogenei sono state discusse da G. M. HARRIS (4) 
e da C. A. Bunton, D. P. CRAIG e E. A. HALEVI (5). 

La nostra attività è stata rivolta principalmente allo studio comparativo 
della efficienza dei vari catalizzatori, senza entrare nella discussione del mec- 
canismo di reazione. L'equazione cinetica che da noi è stata stabilita nel primo 
capitolo, ha avuto per scopo la definizione di una grandezza sperimentalmente 
determinabile che permettesse il confronto fra le attività dei vari preparati. 


CAPITOLO I. 
1. — Reazioni di scambio isotopico del deuterio fra vapor d’acqua e idrogeno. 


Lo scambio isotopico del deuterio fra l’acqua e l’idrogeno può avvenire 
secondo le seguenti reazioni: 


(1) HD + H,0 = HDO + H, 
(2) HD + HDO=D,0 +H, 
(3) D, +H,O = HDO + HD 
(4) D, +HDO=D.0 + HD. 


Queste reazioni avvengono tanto in fase vapore che in fase liquida. Fra 
le molecole isotopiche dell’idrogeno ha luogo pure la reazione 


(5) H, + D, = 2HD 


(1) J. HoriutI e M. PoLANYI: Nature, 132, 819 (1935). 

(?) A. Farkas e L. FARKAS: Trans. Faraday Soc., 33, 922 (1936). 

(3) K. HANNERZ: Acta Chem. Scand., 10, 655 (1956). 

(4) G. M. Harris: Trans. Faraday Soc., 47, 716 (1951). 

(5) C. A. Bunton, D. P. Crate e E. A. Harevi: Trans. Faraday Soc., 51, 196 
) 
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e fra quelle dell’acqua la 


(6) H,0 + D,0 = 2HDO . 


Ciascuno dei sei processi elencati possiede una costante di equilibrio di 
ralore tale da provocare delle separazioni isotopiche tra loro comparabili, ma 
non tutti i singoli processi, da (1) a (4), intervengono generalmente nel pro- 
cesso complessivo con lo stesso peso agli effetti della separazione. Intatti a 
seconda della concentrazione in deuterio, il sistema segue praticamente uno 
o più dei singoli schemi indicati. Alle basse concentrazioni, fino a qualche 
percento in deuterio, il processo prevalente è quello dello schema (1) e la sua 
costante di equilibrio a 25 °C, calcolata teoricamente è (°) 


(7) C= [HDOJ[Ha] = 3,62 

[H,O]ED eee! 
in cui le parentesi quadre stanno ad indicare le frazioni molari del componente 
indicato. 

In questo caso infatti le specie molecolari D, e D,O sono praticamente 
assenti in virtù delle (5) e (6) che hanno costanti di equilibrio dell’ordine di 
quattro, poco variabili con la temperatura. 

Alle alte concentrazioni sono invece praticamente assenti le specie mole- 
colari H, ed H,O ed il processo preponderante è il (4) la cui costante di equi- 
librio, pure a 25 °C, è 


(8) K= DOTS Sla 


In questi due casi citati, il valore della costante di equilibrio coincide con 
quello del fattore di separazione del processo, come si può vedere dalle rela- 
zioni (7) ed (8) rispettivamente. Infatti, nel caso di processi di arricchimento 
mediante reazioni di scambio, si definisce come fattore di separazione q del 


processo la relazione 


_NA=-Y) 
(9) LE n= n) n)! 
in cui N è Ja frazione molare del componente più pesante nella fase arricchita 
ed n quella del componente più pesante nella fase impoverita in equilibrio con 
la prima. 

Alle concentrazioni intermedie il fattore di separazione del processo è sta- 


(9) I. Kirsuenpaum: Physical Properties and Analysis of Heavy Water (New York, 
1951), p. 54. 
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bilito in base alle costanti di tutte le reazioni citate e ciascuna di queste con- 
tribuisce, come si è detto, con un peso dipendente dal valore della concentra- 
zione. 

Per la produzione di acqua pesante alle alte concentrazioni partendo da 
acqua naturale, il problema di gran lunga più importante è quello del pre- 
arriechimento, mediante il quale l’acqua è portata fino alla concentrazione di 
pochi percento in deuterio. 

Per i processi basati sulle reazioni di scambio è quindi di estrema impor- 
tanza la reazione (1) che noi abbiamo studiato’ nella fase vapore. 

Le condizioni di equilibrio di tale reazione in fase vapore possono essere 
raggiunte in un tempo più o meno breve a seconda delle condizioni in cui si 
fa avvenire la reazione. 


In fase omogenea l’equilibrio è raggiunto in un tempo estremamente lungo 
a temperature alle quali la costante di equilibrio ha un valore abbastanza mag- 
giore di uno e quindi tale da rappresentare un buon fattore di separazione 
del processo, mentre a temperature superiori ai 600 °C la reazione è apprez- 
zabilmente veloce. 

Poichè il valore della costante di equilibrio decresce al crescere della tem- 
peratura di reazione, e quindi della velocità di reazione, ci siamo proposti di 
studiare alcuni catalizzatori solidi che aumentassero fortemente tale velocità 
di reazione anche a temperature alle quali quest’ultima sarebbe praticamente 
trascurabile in fase omogenea. I catalizzatori che, come è noto, non influiscono | 
sul valore della costante di equilibrio, rendono attuabili su scala industriale 
le reazioni di scambio nei processi di arricchimento in deuterio. 


2. — Reazione di scambio fra vapor d’acqua e idrogeno alle basse concentra- | 
zioni in deuterio. 


Prendiamo in considerazione il processo (1) che scriviamo di nuovo 
(1) HD + H,O = HDO + H,, 


ed indichiamo con a e d le concentrazioni in moli per unità di volume di sostanza 
reagente, rispettivamente dell’acqua e dell’idrogeno e con x e z le concentra- 
zioni, pure in moli per unità di volume, rispettivamente dell’acqua deuterata 
(HDO) e dell’idrogeno deuterato (HD). 

Poichè il processo sopra schematizzato è reversibile, si deve tener conto 
della velocità di reazione del processo in ambedue i sensi, quindi la velocità 
di formazione del componente HDO nel processo globale può essere scritta: 


(10) rad ft lai 
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in cui a, b, x e 2 hanno i noti significati, ¢ è il tempo, v e v sono le velocità 
della reazione al tempo zero, considerando il processo rispettivamente da si- 
nistra a destra e da destra a sinistra. Le grandezze v e v' hanno per dimensioni 
la concentrazione divisa per un tempo. La velocità di reazione v può essere 
immaginata come quella che si avrebbe qualora il sistema fosse tutto costi- 
tuito da H,O e HD aventi concentrazioni rispettivamente a e b, ed analoga- 
mente per la velocità v’ se il sistema fosse tutto costituito da HDO e H,, 
sempre alle concentrazioni a e d. 
All’equilibrio, poichè è dx/dt = 0, risulta, 


(11) += = E, 


dove K è la costante di equilibrio della reazione (1) alla temperatura di reazione 
ed i termini «© e 2° indicano i valori delle concentrazioni nelle condizioni di 
equilibrio. 


co 


Alle basse concentrazioni, trascurando i termini «°-2° di fronte a ba? ed 


az” la costante di equilibrio diviene 


ba” 
D ai 

Ha) Ka az? 
e quindi 
(13 eh OBS 

) ees Nath 

Per il bilancio dell’isotopo è 
(14) gara, 
e, ricordando la (13), 
15 a pie: ba” 
(15) ora Has 


Per la (11) e cancellando i termini vz e x2/K, la (10) diviene 


dx v ba 
(16) = az ; 


v8 


ed introducendo la (15) 


9 b = 
(17) a (a+ Je ph A 
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Poichè la grandezza v dipende solo dalla temperatura, dalla natura del 
‘atalizzatore e dalle concentrazioni a e b, tutte grandezze che, per il sistema 
in esame, sono costanti, la (17) può essere integrata e si ottiene: 


1 ab oo — 
18 ) = — —————————_—_m SELE 
GS) ; PEER ee oe 


in cui 2° è la concentrazione iniziale del componente HDO ed x la sua con- 
centrazione al tempo t. 

La misura sperimentale deila grandezza v fornisce quindi una valutazione 
della attività del catalizzatore in esame. L’esperienza può essere compiuta in 
un apparato di tipo statico, costituito cioè da una semplice camera di reazione 
contenente una quantità determinata di catalizzatore e le sostanze reagenti 
(vapor d’acqua e idrogeno) a temperatura costante. La misura della concen- 
trazione « in funzione del tempo t ottenuta prelevando vari campioni a tempi 
diversi (in misura tale da non alterare sensibilmente i valori di a e b) fornisce 
immediatamente il valore di v. 

Di solito però si compiono delle esperienze dinamiche facendo fluire una 
portata costante di miscela dei componenti che debbono reagire, attraverso 
una camera contenente un volume apparente V di catalizzatore, e mantenuta 
alla temperatura di reazione 7. 

‘sperienze di questo tipo sono quelle da noi compiute in apposite apparec- 
chiature che verranno descritte in seguito. 

La miscela di vapore ed idrogeno nell’istante in cui entra nella camera 
di reazione, si trova nelle eendizioni iniziali definite dai valori delle concen- 
trazioni in deuterio dei componenti ed esce dalia camera di reazione dopo un 
tempo di transito f#. Supponendo il catalizzatore omogeneamente distribuito 
nel volume V si conviene di identificare il tempo mediv di permanenza della 
miscela in camera di reazione col tempo di contatto. 

Per semplicità della trattazione stabiliamo di identificare il volume appa- 
rente del catalizzatore col volume utile della camera di reazione supposta 
vuota, nella quale abbia luogo la reazione. In realtà l’effettivo volume vuoto 
a disposizione della miscela che transita, sarebbe dato dal prodotto Vf, dove f 
è il fattore di riempimento dello strato di catalizzatore nella camera di reazione. 

Il tempo di contatto # può quindi essere espresso nel modo seguente 


(19) i=V/9,, 


dove g, rappresenta la portata volumica di miscela nelle condizioni di tem- 
peratura e pressione della camera di reazione. Se conveniamo di esprimere V 
in litri e g, in litri/ora, il tempo ¢ risulta espresso in ore. In questo easo è con- 
veniente esprimere le concentrazioni in moli/litro. 
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Se chiamiamo @,, il flusso molare della miscela (moli/ora) e V,, il volume 
molare (litri) nelle condizioni di temperatura e pressione della camera di rea- 


zione, si ha 


(20) Pr "= Pm Le ’ 
e la (19) diviene 

V 
21 t= =. 
a) nVn 
Il flusso molare totale 9, della miscela è d’altro canto 


(22) Pm = Pi HE Daa , 


dove 9; € Pa, Sono rispettivamente i flussi molari dell'idrogeno e dell’acqua, 
mentre il rapporto fra questi ultimi è 


(23) Pil Pac = db/a . 


Dalle (22) e (23) si ottiene 


(24) Pm == Pi (1 at” 5) ’ 


la (21) diviene 


Sostituendo la (26) nella (18) in luogo di ¢, si ottiene 


ce) 7 
(27) eee ridi dat 
Vi-s+y/K a°—x 
in cui y = b/a. 

La grandezza v ha in questo caso le dimensioni moli/litro-ora, ed è diret- 
tamente ricavabile dalle esperienze. La forma in cui è espressa v nella (27) è 
adatta allorchè fra i parametri sia noto il valore del flusso molare dell’idro- 
geno (ad esempio se questo è prodotto al momento per via elettrolitica), altri- 
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menti, quando sia già noto il flusso totale 9», la (27) può seriversi 


= «e “nl In det o 


27’ o 
Pe) C= 7 Ca Nk na 


Quando per ragioni sperimentali il processo è compiuto secondo lo schema (1) 
da destra a sinistra, l'equazione (27), diviene per la (11), 


(cel 


PIO! x 
28 y= Mo --- ] 
155] thc. GV ip e 


oppure, analogamente alla (27’), 


i Pm y yo 90 


9%! ) 
ed "EVA Fg ty) ao 


. 


Come è noto, le concentrazioni x°, #°, x sono quelle che si riferiscono 
all'acqua, però se vengono eseguite le misure di concentrazione solo sull’idro- 
geno, il termine logaritmico delle (27), (27’), (28) e (28’), può essere sostituito 
dal suo equivalente In (2° — 2°)/(2° — 2), e quando, come di frequente, è 
2°= 0, questo diviene In 1/(1 — 2/e°). 

In ogni caso per ottenere i valori delle concentrazioni all’equilibrio deb- 
bono essere noti quelli delle concentrazioni iniziali di ambedue i componenti: 
si hanno infatti le seguenti relazioni 


et oe igt 
3; Po ili SEA ‘ e 1% } ) 
(29) a it yk’ per l’acqua (HDO) 
e 

a +20 : 
3 2 = Coho we: , "OE ; 
(30) Tam? per l’idrogeno (HD) 


Le nostre misure di concentrazione isotopica forniscono il valore della 
frazione molare dell’isotopo e non le concentrazioni in moli per unità di volume. 
Poichè però la frazione molare N,,po dell’acqua deuterata in acqua e quella 
Nun dell’idrogeno deuterato in idrogeno possono scriversi nel seguente modo 


(31) Nav = x/a 
e 
(32) N = 2/b, 


7 BY 


Z x 
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i termini logaritmici nelle equazioni cinetiche rimangono inalterati anche sosti- 
tuendo alle concentrazioni molari le frazioni molari, giacchè la reazione avviene 
senza variazione nel numero totale di molecole dei reagenti. 

I valori delle frazioni molari all’equilibrio, per il bilancio dell’isotopo, sono 
rispettivamente: 


; coh Ree YN ZE Vane 
(33) BDO aa E GA 


(34) pr ES yNiw + Nino 
HD y ee K 


Le grandezze v e v’ misurabili correntemente sono definite dunque come 
velocità della reazione di scambio allorchè il sistema è composto soltanto rispet- 
tivamente da H,O ed HD in concentrazioni molari a e d e da HDO ed H, 
pure in concentrazioni molari a e db. Qualunque sia il meccanismo di tali reazioni 
esse possono essere espresse dalle relazioni 


(35) == kf(a, b, €) 
e 
(36) UA) 


in cui k e k' sono le costanti cinetiche ed f ed f’ sono funzioni qualunque delle 
concentrazioni a e b e di un parametro ¢ dipendente dalla natura del cataliz- 
zatore. Se si tiene conto di queste posizioni dalla equazione (18) possono essere 
ricavate altre relazioni equivalenti. Infatti, per la (35) la (18) può essere scritta 


‘ Notes ee = PAIA 
(37) kf(a, b, €) ae Bike Uta 


La concentrazione a può esprimersi come segue: 


To Pa 

(38) =F a? 
fer 4 Po 

in cui 7 e py sono la temperatura e la pressione normali, 


Va il volume a 7, e po 


e Pa la pressione parziale dell’acqua. 
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Si ricorda che sussiste la seguente relazione 


(39) pee. SARTO 
Pa a Pa 


dove p = p;+#, è la pressione totale del sistema e gli altri simboli hanno i 
noti significati. 

Sostituendo la (38) nella (37), dividendo ambo i membri per il prodotto ab, 
per la (19), si ha 


fla, b, c) Py VinDo ui K Ba pa 2° 
= ILE porn os» 
(40) hit a 


Raggruppando le costanti Ve p, nel primo membro, si conviene di chia- 
mare attività a del catalizzatore l’espressione: 


f(a, b,c)» 221 PIL K erecta 
41 = k dr A Sa RA a Os 
ata ab Vor VI, K+y)P a —@ 
_ot K 1 Tei 
VT, (K+ Y)pa a 1— 8 dove p= pra rà. 


è la frazione di equilibrio raggiunta. 
Poichè normalmente si usano quantità note in peso, P, di catalizzatore 
essendo 


P 
(42) Vasa 


dove P, è il peso specifico apparente del catalizzatore, si ha 


(43) jit E ae 
PIP; To (K+ Y)Pa Laan 


L’attivita riferita all’unità di peso di catalizzatore risulta ovviamente 


a oft K wk 


44 Cn = In 
Sue P, PT,(K+yp. 1=B 


e per la reazione inversa è 


(45) | 5/0 1 1 
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Se le unità scelte sono le seguenti: 


per g,, litri di miscela totale per ora nelle condizioni di temperatura e 
pressione della camera di reazione, 
P, kg, peso di catalizzatore, 
Pa, pressione parziale dell’acqua in atmostere, 


. . . . . r . . . 1 
le dimensioni di a, @ di a, risultano litri/atm-h-kg. 


CAPITOLO II. 


Cenni generali sui metodi di preparaziore dei catalizzatori. 


Come è noto, il procedimento seguito per la preparazione di un cataliz- 
zatore è della massima importanza nei riguardi della sua attività; infatti la 
sola composizione chimica non è un dato sufficiente a determinare le proprietà 
del prodotto. Una utile rassegna sui metodi generali e sulle tecniche di prepa- 
razione dei catalizzatori è stata eseguita da F. G. CIAPETTA e C. J. PLANK (7). 

Normalmente si impiegano metodi di coprecipitazione, nei quali il metallo 
attivo è precipitato insieme con il supporto per costituire il prodotto di par- 
tenza della preparazione, prodotto che viene successivamente attivato. 

Frequenti sono pure le tecniche di imbibizione del supporto, in genere 
poroso, mediante una soluzione di un sale del metallo; il materiale dopo essic- 
camento, viene opportunamente trattato per la sua attivazione. 

Vengono da noi descritte le tecniche impiegate nella preparazione dei tipi 
fondamentali dei catalizzatori sperimentati. I dettagli concernenti ogni sin- 
golo preparato attivo sono riportati nell’ultima parte del presente capitolo. 


1. — Catalizzatori al nichel. 


1°1. Formiato di nichel impastato con bentonite. — Il catalizzatore greggio è 
stato preparato presso l’Istituto di Chimica Industriale del Politecnico di 
Milano, per impasto fra bentonite e una soluzione satura di formiato di nichel. 
La pasta è stata trafilata e tagliata in cilindretti del diametro di circa 2 mm 
e lunghezza dell’ordine del centimetro. 

La decomposizione del formiato è stata eseguita nella camera di reazione 
stessa. Questa decomposizione avviene secondo lo schema seguente: 


Ni(HCOO),-2H,0 = Ni + 200, + 2H, + 2H,0, 


() P. H. Emmett: Catalysis, vol. I (New York, 1954), pp. 315-324. 


490 . B. BRIGOLI, E. CERRAI, R. RENZONI e M. SILVESTRI 


la reazione inizia intorno a 150 °C. In tal modo il sale si riduce a nichel che 
viene distribuito sulla superficie del supporto. 
Durante la riduzione si può immettere anche idrogeno, perchè la presenza 
di vapor d’acqua può provocare la formazione di ossido di nichel che viene 
ulteriormente ridotto dall’eccesso di idrogeno a temperature superiori ai 240 °C. 
Il meccanismo di reazione, secondo la letteratura (5), può essere il seguente: 


Ni + 2H,0 = Ni(OH), + H, 
Ni(OH), = NiO + H,0 
NiO + H, = Ni + H,O 


Sembra che in conseguenza di queste reazioni si ottenga un catalizzatore 
in cui l’ossido di nichel ammonta al 60 0 70%. 

Durante le operazioni da noi eseguite abbiamo sempre fatto fluire, attra- 
verso il catalizzatore in riduzione, idrogeno privo di ossigeno e privo di umidità. 


1°2. Formiato di nichel su silicagel per imbibizione. — Alla soluzione satura 
a temperatura ambiente di formiato di nichel, è stato aggiunto il quantitativo 
di supporto in granuli, e tenuto immerso per un certo tempo di imbibizione. 
Il prodotto separato dalla soluzione imbibente, essiccato in stufa a 130 °C 
veniva ridotto in flusso d’idrogeno a caldo. 

In seguito per ottenere catalizzatori con più alto tenore di nichel si è ricorso 
a un metodo di imbibizioni successive operate sempre sugli stessi granuli di 
supporto asciugati ogni volta in stufa ed imbibiti dopo svuotamento. 

Non avendo ottenuto risultati migliori dei precedenti si pensò di imbibire 
il gel di silice con nitrato di nichel e trasformarlo poi in formiato esponendolo 
ai vapori di acido formico, ma i catalizzatori preparati in questo modo risul- 
tarono poco omogenei e le esperienze eseguite non dettero risultati positivi. 


173. Nitrato di nichel su silicagel per imbibizione. —- Ogni campione di silica- 
gel essiccato a lungo in stufa a temperatura compresa fra 90 +120 °C, è stato 
imbibito con una soluzione di nitrato di nichel, di varie concentrazioni onde 
ottenere diversi tenori in nichel depositato. 

Il campione imbibito veniva separato dalla soluzione in eccesso per filtra- 
zione o decantazione, essiccato di nuovo in stufa e ridotto a circa 320 °C con 
idrogeno di bombola, privo di ossigeno ed essiccato attraverso una trappola 
a ghiaccio secco. 

Ad esempio, il catalizzatore NiN-5 è stato preparato nel seguente modo: 

A 10 g di nitrato di nichel (con formula Ni(NO;).:6H,0) disciolto in 1g 


(*) H. W. Louse: Catalytic Chemistry (New York, 1945), p. 56. 
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di acqua distillata vennero aggiunti 4 g di silicagel saturo di vapor d’acqua a 
temperatura ambiente. Il catalizzatore è stato ridotto con idrogeno di bom- 
bola alla temperatura di 320 °C. Per ottenere una più alta concentrazione in 
metallo, altri catalizzatori sono stati invece preparati in questo modo: 
alla soluzione di Ni(NO;),:6H,O nella sua acqua di cristallizzazione otte- 

nuta a — 50 °C è stato addizionato il gel di silice anidro essiccato in stufa 
a 90 °C. 

Dopo il filtraggio ed essiccamento in stufa a 130 °C è stato ridotto in cor- 
rente di idrogeno elettrolitico, alla temperatura massima di 325 °C. 

Ambedue le ricette suddette si riferiscono a catalizzatori sui quali è depo- 
sitata una forte quantità di metallo (la concentrazione in peso di Ni su 100 
di catalizzatore finito, è intorno al 20%). 


2. — Catalizzatori al platino. 


La soluzione di partenza per la preparazione di questi catalizzatori è quella 
di acido cloroplatinico. 

La preparazione del catalizzatore comprende sempre le seguenti operazioni: 

Si essicca in stufa il supporto a 130 °C circa, e si pone ad imbibire nella 
soluzione di acido cloroplatinico a temperatura ambiente. Si separa la solu- 
zione in eccesso per filtrazione o per decantazione. 

Si essiccano i grani imbibiti in stufa a 130 °C, poi si procede alla riduzione 
completa dell'acido cloroplatinico a platino per mezzo di una soluzione di 
idrato sodico e formaldeide. La soluzione riducente è formata da due soluzioni 
in acqua, da mescolare al momento dell’uso: la prima è una soluzione di NaOH 
al 5%, la seconda è una soluzione di formaldeide al 30% circa. 

Occorrono 60 cm? NaOH al 5% e 20 em? formaldeide al 30% per una 
quantità di acido cloroplatinico corrispondente a 1g di platino. 

Si versa il miscuglio delle due soluzioni sul prodotto da ridurre e si pone 
il tutto in un bagno di acqua, la temperatura del quale deve crescere molto 
lentamente fino quasi all’ebollizione. (Nelle nostre preparazioni impiegavamo 
circa due ore per raggiungere i 95 °C). 

Si mantiene vicino all’ebollizione per quasi trenta minuti, dopo di che si 
filtra il prodotto e si inizia il lavaggio del catalizzatore finito. 

Si lava con acqua calda fino a che un campione dell’acqua di lavaggio 
non risulti più alcalina, poi si lava con una soluzione leggermente acida: per 
acido acetico, indi ancora con acqua calda fino a scomparsa dell’acidità nel- 
l’acqua di lavaggio. 

Si essicca il prodotto in stufa alla temperatura di circa 130 °C, dopodichè 
si lascia raffreddare in essiccatore, e si conserva quindi in vasetto con tappo 
smerigliato. 


32 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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3. — Catalizzatori al palladio. 


Si preparano in modo analogo a quello usato per i catalizzatori al platino. 
Occorre anche qui effettuare una riduzione da tetracloruro di palladio a pal- 
ladio metallico, con una opportuna soluzione riducente. 


4. — Catalizzatori al rame. 


Si imbibisce il supporto con una soluzione ammoniacale di acetato di rame: 
contenente il 2% di rame; al termine della imbibizione si opera la riduzione 
(senza separare l’eccesso di soluzione imbibente), mediante una soluzione di 
idrato di idrazina all'85%; ponendo il tutto in bagno di acqua e facendo salire 
lentamente la temperatura fino quasi all’ebollizione. Si lava con acqua bollente, 
poi con acqua fredda, con una soluzione debolmente acida per acido acetico, 
indi con acqua, di nuovo, fino a scomparsa di acidità nel liquido di lavaggio. 

Aleuni eampioni supportati su carbone attivo e sperimentati per le reazioni 
di scambio a bassa temperatura non hanno mostrato di essere efficaci; altri 
campioni supportati su pomice si sono mostrati assai utili per il processo di 
ricombinazione dell’idrogeno con l’ossigeno. 


5. — Catalizzatori al ferro. 


Si pone il supporto a contatto con una soluzione acquosa di nitrato di ferro, 
si lascia imbibire per qualche giorno, poi si pone il tutto su bagnomaria fino 
a che non sia evaporata la maggior parte del solvente. 

Si pone il preparato in un forno di riduzione in cui si fa passare idrogeno. 
La durata dell’operazione è di circa tre ore, durante le quali la temperatura 
del forno vien fatta salire da 20 °C a circa 250 °C. 

Si lascia raffreddare il prodotto in corrente di idrogeno. 

Nel caso dei catalizzatori al ferro-ossido di cromo, le operazioni sono le 
stesse, salvo che l’imbibizione avviene questa volta con nitrato di ferro e nitrato 
di cromo, e la riduzione si fa con idrogeno saturo di vapor d’acqua a tempe- 
ratura ambiente. 

I catalizzatori usati nelle esperienze di scambio isotopico sono elencati nella. 
sezione seguente: in questo elenco si fa riferimento alle tavole che si trovano 
nella seconda parte del capitolo III e che raccolgono i risultati sperimentali. 
Il gas idrogeno usato per le riduzioni di taluni catalizzatori veniva prodotto 
all’istante mediante una celletta elettrolitica a separazione dei gas con setto 
d’amianto. Il gas così prodotto è stato designato nell’elenco col semplice nome 
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di idrogeno. Nei casi in cui è stato usato idrogeno di bombola (pure esso elettro- 
litico) è stato specificamente dichiarato: 


Ni FB-1 Supporto: bentonite (impastata con una soluzione satura a 19 °C 
di formiato di nichel). 
Riduzione su 14g di prodotto, nella camera di reazione con flusso 
di idrogeno (~ 0.1 millimoli/s) a — 300 °C per circa 1.5 ore. 
Esperienze riportate nella Tabella I. 


Ni FB-2 Supporto: vedi Ni FB-1. 
Riduzione su 16 g di prodotto nella camera di reazione con flusso 
di idrogeno (— 0.15 millimoli/s) a — 300 °C, per 1.5 ore. 
Esperienze riportate nelle Tabelle II e III. 


Ni F-A1 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (1--2) mm, essiccato in 
stufa a 120 °C. 
Soluzione imbibente: formiato di nichel in soluzione acquosa satura 
a 19 °C. i 
Riduzione su 20 g di preparato a (400--500) °C in camera di reazione 
per 3 ore in flusso di idrogeno (0.13 millimoli/s). 
Esperienze riportate nella Tabella IV. 


Ni F-A2 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (1--2) mm, saturo di 
umidità a temperatura ambiente. 
Soluzione imbibente: vedi Ni F-A1. Durata dell’imbibizione circa 
120 ore. 
Riduzione di 20 g di preparato essiccato in stufa a 130 °C in camera 
di riduzione in vetro a 325 °C in flusso di idrogeno (0.13 millimoli/s) 
per 18 ore. 
Esperienze riportate nella Tabella IV. 


I catalizzatori Nî F-A1 e Ni F-A2 sono stati preparati per effettuare prove 
orientative su questo tipo di catalizzatori. 


Ni F-1 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (0.35--0.30) mm, saturo 
di umidità a temperatura ambiente. 
Soluzione imbibente: formiato di nichel in soluzione acquosa satura 
a temperatura ambiente. Durata dell’imbibizione 96 ore. 
Riduzione in camera di reazione su 20g di preparato essiccato, 
in flusso di idrogeno (0.13 millimoli/s), a circa 400 °C per 5 ore. 
Esperienze riportate nella Tabella V. 


Ni F-2 Supporto: silicagel come il precedente. 
Soluzione imbibente: formiato di nichel in soluzione acquosa satura 
a temperatura ambiente. Si opera l’imbibizione in sei riprese suc- 
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cessive con asciugamento in stufa a 120 °C e svuotamento inter- 
medio della massa. 

Riduzione, su 18 g di prodotto essiccato, nella camera di reazione 
in flusso di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s), a circa 275 °C 
per 15 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella VI. 


Il catalizzatore precedente mantenuto nella camera di reazione e 
trattato ulteriormente con idrogeno a circa 400 °C per 3 ore dopo 
asciugamento. 
Esperienze riportate nella Tabella VI. 


Supporto: vedi Ni F-1. 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso contenente 0.67 % 
di nichel. Tempo di imbibizione 96 ore. 

Dopo decantazione della soluzione e asciugamento si tratta la massa 
con acido formico concentrato in soluzione calda. 

Riduzione su 10g di prodotto essiccato, nella camera di reazione 
con flusso di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s) a 430°C per 
4.5 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella VI. 


Lo stesso del precedente mantenuto in camera di reazione e trat- 
tato ulteriormente in flusso di idrogeno (0.14 millimoli/s) a circa 
435 °C per 12 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella VI. 


10 g del prodotto essiccato (vedi Ni F-2) ridotto nella camera di 
reazione con idrogeno (0.1 millimoli/s) a 425 °C per 12 ore. 
Contenuto in nichel: 1.9% circa. 

Esperienze riportate nella Tavola VI. 


Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (0.35 --0.30) mm, saturo 
di umidità a temperatura ambiente. 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso. Tempo di imbibi- 
zione 144 ore. Tenore in nichel riferito al supporto secco 1.20%. 
Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, nella camera di reazione 
in corrente di idrogeno (0.15 millimoli/s) a circa 315 °C, per 18 ore. 
Esperienze riportate nelle Tabelle VII ed VIII. 


Supporto: silicagel (vedi Ni N-1). 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso. Tempo di imbibi- 
zione 48 ore. Tenore in nichel riferito al supporto secco 1.32%. 
Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, nella camera di reazione 
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in corrente di idrogeno di bombola purificato (0.8 millimoli/s) a 
315 °C per circa 2 ore. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 


Supporto: silicagel (vedi Ni N-1). 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso. Tempo di imbi- 
bizione 144 ore. 

Tenore in nichel riferito al supporto secco 3.22%. 

Riduzione su 10 g di prodotto secco, in camera di reazione in cor- 
rente di idrogeno (0.12 millimoli/s) per circa 18 ore a 315 °C. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 


Supporto: silicagel (vedi Ni N-1). 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso. Tempo di imbibi- 
zione 144 ore. Tenore di nichel riferito al supporto secco 7.95%. 
Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, nella camera di reazione 
in corrente di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s) a circa 320 °C 
per 4 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle VII ed VIII. 


Lo stesso di Ni N-4. 

Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, in camera di reazione con 
flusso di idrogeno (0.13 millimoli/s) a 320 °C per i5 ore. 
Esperienze riportate nelle "iabelle VII ed VIII. 


Supporto: silicagel (vedi Ni N-1). 

Soluzione imbibente: 10 g di Ni(NO,),-6H,O+1 ¢ di acqua distil- 
lata addizionati con 4g di supporto saturo di umidità a tempera- 
tura ambiente. Tempo di imbibizione 96 ore. Tenore in nichel rife- 
rito al supporto secco: 12%. 

Riduzione nella camera di reazione su 4.38 g di prodotto essiccato, 
in corrente di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s) a circa 320 °C 
per 3 ore. 

Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 


Supporto: silicagel (vedi Ni N-1). 

Soluzione imbibente: nitrato di nichel acquoso. Tempo di imbibi- 
zione 144 ore, tenore in nichel riferito al supporto secco 15.6%. 
Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, in flusso di idrogeno di 
bombola (0.8 millimoli/s) a circa 325 °C per 4 ore. 

Esperienze raccolte nelle Tabelle VII, VIII, e X. 


Lo stesso di Ni N-6. 

Riduzione su 10 g di prodotto essiccato, in camera di reazione in 
flusso di idrogeno (0.13 millimoli/s) per 15 ore a 320 °C. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 
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Ni N-6 Il catalizzatore Ni N-6 bis 1, conservato in camera di reazione ed 
bis 2 ulteriormente ridotto con idrogeno (0.13 millimoli/s) per 18 ore a 
320 °C. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 


Ni N-7 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (0.35 0.30) mm, essic- 
cato in stufa a 120 °C. 
Soluzione imbibente: nitrato di nichel (Ni(NO;),:6H,0) sciolto nella 
sua acqua di cristallizzazione. Tempo di imbibizione 192 ore, in 
stufa a 90 °C. Tenore in nichel riferito al supporto secco 20.2%. 
Riduzione su 5 g di prodotto secco, in camera di reazione in cor- 
rente di idrogeno (0.13 millimoli/s) a 325 °C per 15 ore. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle VII ed VIII. 


Ni N-7 bis Lo stesso di Ni N-7. 
Riduzione su 32.55 g di prodotto essiccato, in camera di reazione 
a 320 °C per 15 ore, con flusso di idrogeno (0.14 millimoli/s). 


Esperienze raccolte nella Tabella IX. 


Pd-1 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (3 +4) mm, 
Contenuto in palladio 1%. 
Catalizzatore preparato in Francia. 
Esperienze riportate nella Tabella XII. 


Pt A-1 Supporto: silicagel in granuli di dimensioni (0.30 --0.15) mm, es- 
siccato in-stufa a 120 °C. 
Soluzione imbibente: 10 cm? di soluzione di acido cloroplatinico al 
10% (*) di Pt addizionati con 2.5g di supporto secco. Tempo di 
imbibizione 120 ore. 
Riduzione in soluzione (+), a caldo. Contenuto in platino del pro- 
dotto essiccato 0.98%. 
Esperienze riportate nella Tabella XIII. 


Pt A-2 Supporto: carbone attivo Norit III K. D. Soc. Montecatini, dimen- 
sione dei granuli (5 +4) mm. 
Soluzione imbibente: acido cloroplatmico acquoso contenente 5% 
di platino. Tempo di imbibizione 86 ore. 
Esperienze raccolte nella Tabella XIII. 


Pt A-3 Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (5 +4) mm. 


(*) Le percentuali delle soluzioni sono espresse in peso di metallo su 100 em? di 
soluzione. È 

(*) Le modalità della riduzione come esposte dettagliatamente a pag. 491. Per 
tutti i catalizzatori al platino è stato seguito quello stesso procedimento. 


* “n 


Pt 


Pt 


Pt 


Pt 


Pt 


Pt 


Pt 


A-4 


A-5 


A-6 


A-8 


A-9 


A-10 


PREPARAZIONE E COMPORTAMENTO DI ALCUNI CATALIZZATORI ECC. 497 


Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente 5% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 
Esperienze raccolte nelle Tabelle XIV, XV e XVII. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (3 +2) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (1.5 --0.6) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (0.35 0.30) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: carbone attivo Benzocarbo della C.E.C.A., in granuli di 
dimensioni (5 +4) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: carbone attivo Benzocarbo della C.E.C.A., in granuli di 
dimensioni (3 +2) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: carbone attivo Benzocarbo della C.E.C.A., in granuli di 
dimensioni (1.5 0.6) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto carbone attivo Benzocarbo della C.E.C.A., in granuli di 
dimensioni (0.35 --0.30) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 
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Supporto: silicagel della Soe. Saint Gobain, in granuli di dimen- 
sioni (5--4) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: silicagel della Soc. Saint Gobain, in granuli di dimen- 
sioni (3 +2) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5%, 
di platino, tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: silicagel della Soc. Saint Gobain in granuli di dimen- 
sioni (1.5--0.6) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: silicagel della Soc. Saint Gobain, in granuli di dimen- 
sioni (0.35 0.30) mm. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 5% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XIV e XV. 


Supporto: vedi Pt A-3. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nelle Tabelle XVI e XVII. 


Supporto: vedi Pt A-4. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico contenente il 10% di pla- 
tino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: vedi Pt A-5. 
Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 


Supporto: vedi Pt A-6. 
Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 


Supporto: vedi Pt A-17. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10% | 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 
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Supporto: vedi Pt A-8. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10%, 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: vedi Pt A-9. 
Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10%, 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 


Supporto: vedi Pt A-10. 
Soluzione imbibente: acido eloroplatinico acquoso contenente il 10% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 


Supporto: vedi Pt A-11. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10%, 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: vedi Pt A-12. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10%, 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: vedi Pt A-13. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico contenente il 10%, di 
platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: vedi Pt A-14. 

Soluzione imbibente: acido cloroplatinico acquoso contenente il 10% 
di platino. Tempo di imbibizione 110 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella XVI. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di dimen- 
sioni (4--3) mm. 

Soluzione imbibente: 250 ecm? di acido cloroplatinico acquoso con- 
tenente 11g di platino, addizionati con 300 g di supporto secco, 
imbibito per 158 ore. 

Analisi 6.32% in peso di platino (su 100 g di catalizzatore). 
Esperienze riportate nelle Tabelle XVIII e XIX. 


Supporto: carbone attivo. 

Catalizzatore preparato in America dalla ditta Baker. 
Analisi 0.99% di platino (su 100 g di catalizzatore). 
Esperienze raccolte nella Tabella XX. 
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Supporto: carbone attivo. 

Catalizzatore preparato in America dalla ditta Baker. 
Analisi: 1.74% di platino (su 100 g di catalizzatore). 
Esperienze riportate nella Tabella XX. 


Lo stesso del precedente macinato in granuli di dimensioni 3 +2 mm. 
Esperienze riportate nella Tabella XX. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (3-2) mm. 

Preparazione: 9 cm? di acido cloroplatinico (1% di Pt) più 1 cm? 
di acqua distillata, addizionati a 10 cm? di supporto essiccato. Tempo 
di imbibizione 48 ore. 

Analisi: 2.51% di Pt, riferite ‘al catalizzatore secco. 

Esperienze riportate nella Tabella XXI. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (3 -2) mm. 

Preparazione: 9 cm? di acido cloroplatinico (1% di Pt) più 1 em? 
di soluzione satura a temperatura ambiente di formiato di nichel 
(0.8% di Ni) addizionati con 10 cm* di supporto secco. Tempo di 
imbibizione 48 ore. 
Analisi: 2.15% di Pt e tracce di Ni, riferiti al catalizzatore secco. 
Esperienze riportate nella Tabella XXI. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (3 +2) mm. 

Preparazione: 9 cm? di acido cloroplatinico (0.5% di Pt) più 1 cm? 
di acqua distillata addizionati a 10 cm? di supporto secco. Tempo 
di imbibizione 48 ore. 

Analisi: 1.35% di Pt riferito al catalizzatore secco. 

Esperienze riportate nella Tabella XXI. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della 0.E.C.A. in granuli di dimen- 
sioni (3 -2) mm. 

Preparazione: 9 em? di acido cloroplatinico (0.5% di Pt) più 1 cm? 
di soluzione satura a temperatura ambiente di formiato di nichel 
(0.8% di Ni) addizionati a 10 cm? di supporto secco. Tempo di 
imbibizione 48 ore. 

Analisi: 1.87% di Pt, 0.25% di Ni riferiti al catalizzatore secco. 
Esperienze riportate nella Tabella XXI. 


Supporto: carbone attivo. Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (1.7 +1.2) mm. 
Preparazione: 3.6 em? di acido cloroplatinico (1.11% di Pt) più 9.4 em* 
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di acqua distillata addizionati a 4.007 g (~ 13 em?) di supporto secco. 
Tempo di imbibizione 95 ore. 

Analisi: 0.63% di Pt riferito al catalizzatore secco. 

Esperienze riportate nella Tabella XXII. 


Supporto: vedi Pt-6a. 

Preparazione: 2.7 em? di acido cloroplatinico (1.11% di Pt) più 
10.3 cem? di acqua distillata, addizionati a 4.015 g (~13 em?) di 
supporto secco. Tempo di imbibizione: 95 ore. 

Analisi: 0.43% di Pt riferito al catalizzatore secco. 

Esperienze riportate nella Tabella X XIT. 


Supporto: vedi Pt-6a. 

Preparazione: 1,8 em? di acido cloroplatinico (1.11% di Pt) più 
11.2 cm’ di acqua addizionati a 4.019g (—13 em?) di supporto 
secco. Tempo di imbibizione 95 ore. 

Esperienze riportate nella Tabella X XIT. 


Supporto: vedi Pt-6a. 

Preparazione: 0.9 cm* di acido cloroplatinico (1.11% di Pt) più 
12.1 ce di acqua distillata addizionati a 4.003 g (— 13 em?) di sup- 
porto secco. Tempo di imbibizione 95 ore. 

Esperienze raccolte nella Tabella XXII. 


Supporto: vedi Pt-6a. 

Preparazione: 0.4 em? di acido cloroplatinico (1.11% di Pt) più 
12.6 cm’ di acqua distillata, addizionati a 4.003 g (— 13 ecm?) di 
supporto secco. Tempo di imbibizione 95 ore. 

Esperienze raccolte nella Tabella XXII. 


Supporto: carbone attivo Ac/40 della C.E.C.A., in granuli di di- 
mensioni (3 -2) mm. 

Preparazione: 10 cm? di acido cloroplatinico (9.53% di Pt) più 
150 em? di acqua distillata, addizionati a 58.7 g (—212 em?) di 
supporto secco. Tempo di imbibizione 178 ore. 

Analisi: 1.40% di platino, riferito al catalizzatore secco. 
Esperienze raccolte nella Tabella XXIII, 


Supporto: silicagel della Soc. Saint Gobain, in granuli di dimen- 
sioni (3 +2) mm. 

Preparazione: 15 cm* di acido cloroplatinico (1.63% di Pt) addi- 
zionati a 6.38 g (~ 15 cm?) di supporto essiccato a 120 °C. Tempo 
di imbibizione 209 ore. Dopo riduzione in soluzione, essendosi 
dimostrato scarsamente attivo è stato di nuovo imbibito (dopo 
asciugamento in stufa a 120 °C per 22 ore) con 15 em? della stessa 
soluzione di acido cloroplatinico per 75 ore, quindi portato a secco 
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per evaporazione su bagnomaria ed essiccato in stufa a 120 °C. 
La riduzione a metallo è stata fatta a caldo con la soluzione riducente.. 
Esperienze raccolte nella Tabella XXIII. 


Fe-1 Supporto: pomice in granuli di dimensioni (2--1) mm. 
Preparazione: 10 cm? di nitrato ferrico (26.32% di Fe) addizionati a 
5.02 g di supporto secco. Tempo di imbibizione 144 ore, quindi 
evaporata a secco la soluzione su bagnomaria. 
Riduzione in corrente di idrogeno di bombola asciutto (0.5 milli- 
moli/s) a circa 200 °C per 3 ore e raffreddato in corrente di idrogeno» 
Esperienze riportate nelle Tabelle XXIV e XXV. 


Fe-2 Supporto: vedi Fe-1. 
Preparazione: 20 cm? di nitrato ferrico (12% di Fe) più 10 cm? di 
nitrato di cromo (2.4% di Cr,0;) addizionati a 10g di supporto 
secco. Tempo di imbibizione 18 giorni, quindi evaporata a secco. 
la soluzione su bagnomaria. 
Ridotto a 250 °C con idrogeno di bombola saturo di vapor d’acqua. 
a temperatura ambiente (flusso 0.5 millimoli/s) per circa 3 ore e 
raffreddato in corrente di idrogeno. 
Analisi: 16.54% di Fe e 1.78% di Cr,O, riferita al catalizzatore secco.. 
Esperienze riportate nelle Tabelle XXVI e XXVII. 


CapIitoLO III (prima parte). 


Apparecchiature di laboratorio per le esperienze sui catalizzatori. 


1. — La prima apparecchiatura. 


La Fig. 1 riproduce lo schema della prima apparecchiatura. L’idrogeno è 
prodotto dalla celletta elettrolitica a separazione di gas mediante setto poroso 
di amianto. Si usa una soluzione alcalina di potassa al 20%. Sul cammino dei 
due gas i manometri a liquido permettono di eguagliare i livelli dei due scom- 
partimenti della cella, operando sopra una caduta di pressione statica varia- 
bile posta sullo scarico dell’ossigeno. L’idrogeno prodotto è lavato con acqua 
distillata in una bottiglia di lavaggio e quindi purificato dalle tracce di ossi- 
geno eventualmente presenti in un forno contenente trucioli di rame a 500 °C 
Il gas essiccato in una trappola a ghiaccio secco entra nel saturatore mantenuto. 
a temperatura costante in un primo termostato ad acqua riscaldata mediante 
una resistenza elettrica comandata da un vertex ed agitata continuamente. 


e” 
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Il saturatore contiene una soluzione di acqua pesante in acqua leggera. L’idro- 


geno saturato dal vapore di questa soluzione entra, attraverso un serpentino 


di rame, in un secondo termostato, mantenuto ad una temperatura di poco 
inferiore a quella del primo. In questo modo il gas esce sicuramente saturo 
alla temperatura del secondo termostato, temperatura nota con l’incertezza 


di + 0.12 °C, In questa parte dell’apparecchiatura l'eventuale eccesso di vapore 
‘condensa e ricade nel saturatore. Tutto questo ha lo scopo di fornire una mi- 


scela di idrogeno e vapor d’acqua contenente deuterio, che abbia, fra i due 
componenti, un certo rapporto molare immediatamente noto conoscendo la 
temperatura di saturazione e quindi la pressione parziale del vapore d’acqua (*) 


‘e la pressione totale di funzionamento. Per maggiori dettagli si veda l’ap- 


pendice. 
I L TERMOSTATO 
CAMERA DI REAZIONE È 
CADUTA DI 
PRESSIONE 
ptc 
' 9, 
CELLA ELETTROLITICA= i. E ~SATUR 
APPOLA A \j 
GHIACCIO SECCO 1 TERMOSTATO 
Fig. 1. — Schema dell’apparato metallico di laboratorio per reazioni di scambio a 


bassa temperatura. 


La miscela idrogeno-vapor d’acqua entra quindi nella camera di reazione 


che si trova in un terzo termostato mantenuto alla temperatura di reazione, 


la quale deve essere comunque superiore a quella di saturazione affinchè non 
avvengano condensazioni di vapore sulla superficie del catalizzatore con con- 


‘seguente perdita di attività di quest’ultimo. La camera di reazione contiene, 


in un apposito cilindro di rame con fondello forellato, il catalizzatore in studio. 

La temperatura di reazione è stabilizzata mediante termostatazione in un 
recipiente di rame riempito di glicerina, con la quale si può operare fino ad 
una temperatura di circa 140 °C. Questa è scaldata da una resistenza elet- 


(*) In questo caso la differenza fra la pressione di vapore dell’acqua naturale e 
«quella di una soluzione al 2% in acqua pesante è trascurabile. 
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trica comandata da un vertex e agitata continuamente. In questo modo si 
ottiene una costanza della temperatura di + 0.25 °C. 

Dopo la reazione la miscela dei due componenti viene condotta in una 
trappola a ghiaccio secco nella quale il vapore è condensato in modo prati- 
camente totale. L’idrogeno secco miscelato con aria brucia in un ugello posto 
in una cameretta raffreddata ad acqua corrente. Il prodotto della combustione. 
già condensato è raccolto in un’altra trappola a ghiaccio secco per comple- 
tarne la raccolta. 

Questa apparecchiatura è stata in un secondo tempo modificata usando al 
posto dell’ugello un forno di combustione contenente rame metallico ossidato 
continuamente da un flusso di aria, alla temperatura di circa 600 °C. 
L’apparecchiatura schematizzata nella Fig. 1 contiene già quest’ultima mo- 
difica. 


2. — Apparecchiature rapide in vetro pyrex. 


La prima di queste apparecchiature (Fig. 2a) venne costruita per disporre: 
di un mezzo rapido capace di fornire misure immediatamente utili dal punto 
di vista della scelta di un catalizzatore. È costituita da un’ampolla di satura- 
zione nella quale si trova la miscela, 
di acqua pesante ed acqua leggera, 
riscaldata mediante una resistenza. 
elettrica avvolta all’esterno di essa. 
(comandata da un vertex), e da un 
tubo pure in vetro pyrex, costituente. 
la zona di reazione contenente il ca- 
talizzatore in esame. Sull’asse della. 
camera di reazione è un tubo di 
vetro di sezione piccola che serve a. 
contenere una termocoppia per misu- 
rare la temperatura di questa. La. 
camera di reazione è anche essa. 
riscaldata esternamente con una re- 
sistenza elettrica avvolta all’esterno. 
Fig. 2. — Apparati in vetro pyrex per La seconda apparecchiatura ra- 
misure rapide. pida (Fig. 25) è costituita da due 
ampolle delle quali quella superiore: 
funziona da saturatore in modo del tutto simile all’apparecchiatura prece- 
dente, quella inferiore contiene un liquido mantenuto a temperatura costante. 
e serve da termostato per la camera di reazione. 
La terza apparecchiatura rapida (Fig. 2c) è uguale alla prima, con la va- 


H27) 


SATURATORE 


CAMERA DI 
REAZIONE 


a b c 
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riante che la camera di reazione ha una sezione molto più piccola di quella 
delle precedenti. Il tempo di messa a regime di queste apparecchiature è bre- 
vissimo (dell’ordine di (10 --20) minuti). All’uscita di ciascuna di queste tre 
apparecchiature viene montata una trappola a ghiaccio secco per la raccolta 
del campione di vapore condensato dopo la reazione. 


3. — Apparecchiatura rapida in ottone. 


x 


Questa apparecchiatura è quella usata come apparato per la misura stan- 
dard dell’attività di un catalizzatore per lo scambio a bassa temperatura 
(Fig. 3). 

Essa è costituita da due termostati sovrapposti riscaldati elettricamente, 
quello superiore contenente benzolo 
bollente che termostata il saturato- 
re ad una temperatura di (80-41) °C, 
l’altro invece contenente acqua 
anch’essa in-ebollizione che termo- 
stata la camera di reazione alla tem- 
peratura di (10041) °C. 

I vapori dei liquidi termosta- 
tanti sono ricgndensati da due re- 
frigeranti a ricadere. 

L’idrogeno si satura nella ca- 
mera superiore con vapor d’acqua 
a circa 80 °C, passa nel serpentino 
di rame immerso in acqua bollente 
ed arriva alla camera di reazione 
alla temperatura di circa 100 °C. 

All’uscita della camera di rea- 
zione si trova una trappola a ghiac- 
cio secco dove si condensa pratica- 
mente tutto il vapor d’acqua, men- 


Fig. 3. — Apparato per misure standard a 
tre l’idrogeno viene bruciato in un bassa temperatura. 


forno di combustione contenente 


rame ossidato precedentemente in flusso di aria alla temperatura di circa 600 °C, 
All’uscita del forno di combustione è una trappola a ghiaccio secco che 
condensa il vapore dell’acqua prodotta nella combustione. 

Questo apparato permette di eseguire misure significative anche se non 
molto precise. La messa a regime di questo apparecchio dura circa 


un’ora. 
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4. — Apparecchiatura per le reazioni di scambio ad alta temperatura. 


L'apparecchio studiato per lo scambio ad alta temperatura (Fig. 4) è costi- 
tuito da un termostato (la cui temperatura è controllata da un vertex) nel 
quale si trova immerso il saturatore e da una camera di reazione che si trova 
invece in un forno costruito in acciaio inossidabile. Una termocoppia che entra 
dall’alto del saturatore termina nell’inter- 
no della camera di reazione, della quale 
si misura la temperatura. 

Un apparecchio elettronico (S.M.21/1) (*) 
riceve il segnale della termocoppia e regola 
la temperatura della camera di reazione, 
mantenendola costante entro alcuni ‘gradi. 

La miscela si forma nel saturatore, passa 
nel forno di reazione, si preriscalda nell’inter- 
capedine che costituisce il primo tratto, 
APPARATO PER MISURE passa sul catalizzatore, ed esce dal fondo 
AD ALTA TEMPERATURA = del forno, dove si trova una trappola a 

ghiaccio secco che condensa tutto il vapore, 
mentre l’idrogeno prosegue fino al forno 
N GAMERA DI REAZIONE di combustione riempito di ossido di ra- 


fl 
i 


TERMOSTATO 


me, già descritto con la precedente appa- 

recchiatura. 

Fig. 4. — Apparato .per misure ad alta tem- 
peratura. 


CAPITOLO III (seconda parte). 


Le esperienze sui catalizzatori per la reazione di scambio isotopico, che 
sono descritte in questa parte, sono state eseguite con le seguenti modalità. 

Un flusso di idrogeno, con concentrazione isotopica in deuterio trascurabile 
o al massimo uguale a quella dell’acqua naturale, viene immesso in un satu- 
ratore termostatato contenente acqua arricchita in deuterio (di solito qualche 
percento). 


(*) Costruito dal Laboratorio Elettronico del CISE. 
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Dal saturatore esce un flusso di idrogeno saturo di vapor d’acqua, che viene 
fatto passare attraverso il letto di catalizzatore nella camera di reazione man- 
tenuta a una temperatura superiore a quella di saturazione. Durante il transito 
attraverso il catalizzatore il deuterio contenuto nel vapor d’acqua passa in 
parte nell’idrogeno secondo lo schema di reazione ({-1). 

All’uscita della camera di reazione il vapor d’acqua viene condensato in 
una trappola a ghiaccio secco, mentre l’idrogeno prosegue e va a combinarsi 
con ossigeno in genere attraversando un forno pieno di ossido di rame a 600 °C 
all'uscita del quale un’altra trappola a ghiaccio secco condensa il vapore for- 
mato. 

L’analisi isotopica dei campioni prima e dopo la reazione è stata eseguita 
sempre con il metodo del galleggiante (°). 

L’elaborazione dei dati sperimentali e i simboli usati nelle tabelle sono 
descritti in Appendice (pag. 534). 


1. — Esperienze sui catalizzatori a base di nichel. 


Le prime esperienze sui catalizzatori a base di nichel, furono compiute con 
l’apparecchiatura riprodotta in Fig. 1. 

Il primo gruppo di punti i cui dati sono raccolti nella Tabella I, ha sol- 
tanto un valore indicativo. L'esperienza rappresentata dal punto n. 1 fu inter- 
rotta prima della sua fine perchè il regime di temperatura nei termostati I 
e II era poco soddisfacente in quanto si influenzavano a vicenda. Il regime 
di flusso dell’idrogeno veniva poi disturbato dai frequenti intasamenti della 
trappola a ghiaccio secco. 

Si rideterminò il punto (n. 1 bis) con una esperienza in due parti: per la prima 
parte il regime della temperatura di saturazione era ancora irregolare, per la 
seconda parte invece si potè ottenere costante tale temperatura avendo avvi- 
cinato i valori delle temperature dei due termostati. Questo punto mostrò 
qualitativamente un certo scambio, pur non rilevante, da parte del cataliz- 
zatore. 

Tuttavia le misure di concentrazione sul prodotto della combustione del- 
l’idrogeno dopo lo scambio risultarono discordanti: inoltre le irregolarità di 
flusso, della temperatura di reazione ed il cattivo funzionamento del ricom- 
binatore tolsero ogni valore quantitativo a questa esperienza. Il punto n. 2 
fu ottenuto dividendo l’esperienza in quattro parti della durata di 30 minuti 
ciascuna. I campioni costituiti dat prodotto della ricombinazione dell’idrogeno 
sempre per l’imperfezione dell’apparecehiatura di combustione non erano 
ancora in quantità sufficiente ad una misura di concentrazione isotopica. Si 


(9) E. CeRRAI, C. MarcHETTI e M. SiLvestRI: Nuovo Cimento, 9, 530 (1952). 


33 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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riunirono perciò i campioni ottenuti dalla condensazione durante la prima e 


la seconda parte dell’esperienza e quelli della terza e quarta parte; lo stesso si. 


fece con i corrispondenti campioni in acqua ottenuti dalla ricombinazione del- 
l'idrogeno. I dati ottenuti dalle misure delle concentrazioni isotopiche erano 
poco elaborabili e non consentivano il controllo del bilancio isotopico. 

Il punto n. 3 confermò qualitativamente con un certo accordo i punti pre- 
cedenti. La concentrazione isotopica dell’idrogeno dopo la reazione al punto 
n. 4 risultava molto inferiore a quello che ci si aspettava dal bilancio isotopico. 
Questo in massima parte era dovuto alla combustione incompleta dell’idro- 
geno nell’ugello ed al processo di separazione isotopica provocato dalla com- 
bustione stessa. Infatti l'idrogeno leggero si combina con l'ossigeno più velo- 
cemente del deuterio e il gas che procede non combinato è più ricco in que- 
st’ultimo. - 

Analoghe osservazioni si possono fare per i punti n. 5 e 6. Il punto n. 7 
mostrava che con una velocità spaziale più bassa di quella usata nei prece- 
denti punti sperimentali si era ottenuto uno scambio maggiore. 


TABELLA I. — 1-28 Ottobre 1951. 
Catalizzatore usato- NiFB1 - 14 ¢ 
t, = 114°C Nyyp: trascurabile Kays oo = 2.443 


n. IISZ0 22 1G Y | Pa, | Wino Nuvo | Num 

wi E | 

1 79.3 at. is 202 fi 876 di he ) 
| 1 bis a) 77.0 1.421 | 0.1178 | 5.202 3.10 sa 
| 1 bis b) 77.0 1.42] 0.1152 | 5.202 489° 2 an 

Dh ah 77.7 1.432” 0.0706 2.075 1.132 | - 0.226 
aes: SAD) Ti 1.432 0.0708 2.075 1.70 0.226 | 
pers geeact ts? 1.349 0.0753 | 2.075 L613 - | 

4 Th 1.344 | 0.0722 | 2.083 1.57 0.112058 
1b AB. a) | 17.8 1.356 0.1284 2.162 1.81 non suff. 
ie tb) 77.8 1.344 0.1424 | 2.162 1.94 | 0.10 

6 iy Boaters hare Beri 0.1049 2.162 1.92 | 0.163 

7 78.2 1.3 0.0388 | 2.162 1.565 | — 


Fra un punto e l’altro di questa serie si effettuava un lavaggio a caldo del- 
l’apparecchiatura con idrogeno secco. 

Data l’imprecisione delle misure sarebbe stato abbastanza arbitrario con- 
durre dei calcoli cinetici impiegando i risultati ottenuti. 

Queste esperienze hanno suggerito alcune modifiche da apportare all’appa- 
recchiatura per renderla di funzionamento più semplice e più sicuro. Fra l’altro 
l’ugello ad aria per la ricombinazione dell’idrogeno con l’ossigeno, a causa 
degli inconvenienti già segnalati fu sostituito con un forno di combustione 
contenente rame metallico e continuamente insufflato di aria durante il pas- 


Pn oe 
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saggio dell’idrogeno da convertire in acqua. Tale forno operava alla tempe- 
ratura di circa 600 °C. Dopo le modifiche fu compiuta un’esperienza di otto 
punti mantenendo costanti la temperatura di saturazione e quella di reazione, 
variando invece il flusso dell’idrogeno. I dati relativi a questa esperienza sono 
raccolti nella Tabella II, e possono già servire per una certa interpretazione 
cinetica. 

Il successo di questa esperienza ci portò a condurre un’altra serie di sei 
punti mantenendo costante la temperatura di saturazione e il flusso di idro- 
geno e variando invece la temperatura di reazione. 

Si usò lo stesso catalizzatore conservato nella camera di reazione e la stessa 
apparecchiatura. i 

I dati relativi a questa esperienza sono raccolti nella Tabella III. 


TABELLA II. — 19-21 Novembre 1951. 
Catalizzatore usato: Ni F-B2 16 £ 
t, = (80 + 0.4) °C ERE SY) 


t, = 118.9 °C Nn: trascurabile 

| n. y Pu, Neo Nuvo Nap p py/P | a 
ene et. 139 0.1427 2.371 2.220 0.135 0.2027 | 2793 | 380 | 
ieee | 1.138 0.1285 2.384 2.145 0.213 0.3179 | 2516 580 

SL. Loe 0.1111 2.400 2.065 0.299 0.4429 | 2179 767 

RI 1180 0.0910 2.418 2.115 0.272 0.3994 | 1789 550 

Pri 129 0.073 4 2.409 2.048 0.323 0.4759 1443 562 
| 6 | 1.128 0.0587 2.423 2.092 | 0.296 0.4335 1154 395 
| 7 | 1.128 0.039 5 2.444 1.920 0.467 0.6780 THE 531 
| 8 | 1.126 | 0.0295 | 2.469 | 1.943 | 0.470 | 0.6751 580 394 | 

TaBELLA III. — 13-14 Dicembre 1951. 
Catalizzatore Ni FB-2 (Ni ~1%) 16 £ 
t, = (80 + 0.1) °C y = 1.15 Nîp: trascurabile 

n. i, °C K Pa, Nino | Nuvo Nun Py/P | p | a 
lin | il - — —_—__ — — — ——— SM —_ ri 
| | . 

li 942-61) 0.1297 DL Teele OLS 0.0458 2186 0.0789 | 101 

| 

MD 100.8 |. 2.56 | 0.1315 | 2.189 2.192 | 0.0553 | 2291 0.093 5 129 | 
3 112.1 2.47 0.1277 | 2.195 | 2.186 0.0755 | 2361 | 0.1241 | 184 | 
| 4) | 123.0 | 2.37.) 0.1284 | 2,122. | 2.175 | 0.0950°| 2511 | 0.1573 | 260 
Ves 139.5 2.28 0.1287 2.142 2.074 0.175 2730 0.2799 | 560 

6 151.8.| 2.22 0.1287 | 2.167 1.975 0.242 2897 0.3761 | 865 


Allo scopo di ottenere dei catalizzatori a più alto tenore in metallo si stu- 
diarono dei prodotti ottenuti imbibendo il gel di silice con formiato di nichel 
in soluzione acquosa satura'a temperatura ambiente (v. preparazione dei cata- 
lizzatori) e riducendo poi il prodotto a caldo in flusso di idrogeno. Dopo alcuni 


Pa 
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tentativi per stabilire la temperatura minima di riduzione furono fatte espe- 


rienze di carattere orientativo. 


I dati relativi ai catalizzatori depositati su gel di silice di grana fra 1 e 2 mm 
sono riportati nella Tabella IV. Altri catalizzatori preparati su silicagel di 
grana più sottile, dell’ordine di 0.1 mm, con lo stesso procedimento dettero 
risultati in prima approssimazione confrontabili con quelli del punto n. i della 


‘Tabella IV. 


TABELLA IV. — 


1-8 Aprile 1952. 


Catalizzatori usati: Ni F-Al: 21g; Ni F-A2: 20g; Ni FI: 20¢. 
t, = (80 + 0:5) °C ipo = 1.77% Nn: trascurabile. 
n. Catalizz. |t,+0.3 6/7 y Pu, Nop K b PIP a 
1 Ni F-A 1 UA 1.173 | 0.1295 | 0.172 | 2.42 | 0.3492 | 1972 | 504 | 
2 Ni F-A 2 92.4 1.173 | 0.1295 | 0.091 | 2.61 | 0.1956 | 1731 | 211 | 
3 Ni F-A 1 121.2 1.173 | 0.1295 | 0.135 | 2.39 | 0.2718 | 2014 | 384 
4 | Ni F-A 2 119.5 1.161. | 031347 | 0.245 || 2.4071) 0.49310 |) 20887 issp2 
5 Ni F-1 93.5 1.170 | 0.1347 | 0.171 | 2.62 | 0.3660 | 1950 | 340 | 
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Fig. 5. — Grafico di Ina in funzione di 
1/7 per catalizzatori al nichel su ben- 
tonite e nichel su silicagel. 


Dopo queste esperienze preliminari 
fu compiuta una esperienza rilevando 
cinque punti in funzione della tempe- 
ratura di reazione e mantenendo co- 
stanti il fiusso di idrogeno e la tem- 
peratura di saturazione. 

Con i valori sperimentali della Ta- 
bella III e quelli della ‘Tabella V sono 
stati disegnati i due di 
Fig. 5 riportanto in ascissa i valori di 
i/7 e in ordinata i corrispondenti va- 
lori di Ina. 

Fu progettata la costruzione di una 
apparecchiatura in vetro pyrex e con 
questa (v. Fig. 2) furono sperimentati 
altri catalizzatori al nichel su silicagei 
e si tentò di prepararne alcuni ancora 
più concentrati in metallo, pur usando 
sempre formiato di nichel come sale 
di partenza. 

Essendo il formiato di nichel assai 
poco solubile in acqua, si ricorse ad un 
metodo di imbibizione ripetuta sempre 


diagrammi 


—_— = over 
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TABELLA V. — 23-24 Aprile 1952. 
Catalizzatore: Ni-F-1 (Ni=1%) 20¢ 
t, = (80.14 +0.14)°C y=1.17 Nino = 1.77% 


Nip trascurabile Pu, = 0.1346 millimoli/s. 
n. t, Nuvo (*) Nun P,/P B | a 
1 99.7 1.636 0.1150 1876 0.2429 298070060] 
2 108.0 1.580 0.155 4 1961 0.323 0 445.0 | 
33 111.6 | 1.494 0.236 5 1998 | 0.4889 784.500] 
4 119.5 1.447 0.276 6 2080 | 0.559 3 1020: 
5 129.0 1.336 | Ora wo 2182 0.7356 IZTATO 
| 
| 


(*) I valori di Nygpo sono ricavati dal bilancio isotopico. 


sugli stessi granuli di supporto, ogni volta asciugati in stufa ed imbibiti 
dopo svuotamento con pompa ad acqua. Poi si prepararono altri catalizza- 
tori imbibendo con nitrato di nichel (che è molto più solubile del formiato) 
i granuli di supporto e facendo reagire questo sale già supportato con acido 
formico in fase di vapore o in soluzione. La Tabella VI mostra i dati delle 
esperienze condotte sui campioni di catalizzatori contrassegnati con le sigle 
Ni F-2, Ni F-3 ed Ni F-4. 


TABELLA VI. — 9-15 Maggio 1952. 
Catalizzatori usati: Ni F-2: 18g; Ni F-3: 109; Ni F-4: 10¢ 
t, = (80 + 0.5) °C y= 1.17 Nipo = 1.82% Nip: trascurabile 


‘ : | Temp. So — [Nano | 

| 2. Campione |.iquz. oc) & °C Pu, ¢,/P es, Nup B pene 

| 
1 Ni F-2 275 100+1 | 0.1339 | 2140 = = — ieee 
2 Ni F-2 bis 400 100+1 | 0.1450 | 2252 | 1.733 | 0.0747] 0.1540 | 215 
3 | Ni F-3 438 100+1 | 0.1554 | 4337 | 1.726 | 0.0806) 0.1750 | 451 
4 Ni F-3 bis 435 100+1 | 0.1450 | 4051 1.617 | 0.0878} 0.1800 | 459 
5 Ni F-3 bis 435 120+1 | 0.1450 | 4494 1.636 | 0.1570} 0.3100 | 1002 
6 | Ni F-4 425 100+1 | 0.1399 | 3853 | 1.717 | 0.0878] 0.1800 | 437 
i Ni F-4 425 120+1 | 0.1502 | 465} 1.625 | 0.1670} 0.38290 | 1100 


Le denominazioni Ni F-2 bis e Ni F-3 bis si riferiscono ancora agli stessi 
campioni di catalizzatore Ni F-2 e Ni F-3 trattati ulteriormente con idrogeno 
a circa 400 °C per la durata di 3 o 4 ore. 

La precipitazione del formiato di nichel a partire dal nitrato supportato 
su grani di silicagel, per trattamento, dopo essiccazione con acido formico in 
fase vapore non era molto agevole da condursi con apparecchiature semplici. 


512 B. BRIGOLI, E. CERRAI, R. RENZONI @ M. SILVESTRI 
TABELLA VII. — 29 Maggio-22 Luglio 1952. 
t, = (80 + 0.5) °C. t,= (100 +1) °C. Kigyog = 2.58 = 1.17 Np: trascurabile. 
| Catalizzatore Pu, Nino Nav) Nap | Nima APR B a 
| Ni N-1 0.1398} 1.732 | 1.411 | 0.274 1.20 | 3849 0.592 8 1973 
| g 10 
| Ni N-2 0.1502) 1.820 | 1.705 | 0.0978 1.82 | 4136 0.201 4 530 
e 10 
| Ni N-3 0.13898) 1.732 | 1.232 10.427 3.22 | 3849 0.9244 5 670 
| g 10 
Ni N-4 0.1398] 1.852 | 1.522 | 0.2823 7.95 | 3849 0.5715 1861 
g 10 
Ni N-4 bis 0.1398) 1.732 | 1.200 | 0.455 7.95 | 3849 0.985 1 9 236 
g 10 Ri 
Ni N-5 | 0.1502| 1.850 | 1.727 | 0.105 12.00 | 9441 0.212 6 1284 
e 4.38 i 
Ni N-6 0.1450| 1.850 | 1,439 | 0.351 15.60 | 3992 0.7114 2 835 
g 10 
Ni N-6 bis 1) | 0.1425] 1.732 | 1.278 | 0.388 15.60 | 3922 0.8400 4099 
Ni N-6 bis 2) | 0.1425] 1.732 | 1.188 | 0.465 15.60 | 3922 |>0.99 > 8 608 
Ni N-7 1) 0.1347) 1.850. | 1.556 | 0.251 20.20 | 7419 0.508 5 2733 
g 5 
Ni N-7 bis 1) | 0.1450| 1.850 | 1.628 | 0.1895| 20.2 7986 0.384 0 2200 
(*) I valori di Nypo sono calcolati mediante il bilancio isotopico. 
TaBerLa VIII. — 29 Maggio-22 Luglio 1952. 
t, = (80 + 0.5) °C - t,=(120+1)°C X,x06= 2.41 y= 1.17. M$p= trascurabile. 
Catalizzatore Pu, NSA N;po(*) Nin | Ni Sh) DE B a 
Ì 
Ni N-1 0.1295 | 1.732 | 1.224 | 0.434 1.20 | 3959 0.896 8 5378 
g 10 . 
Ni N-2 0.1502} 1.820 °| 1.633 | 0.164 1.32 | 4592 0.322 5 1069 
g 10 , 
Ni N-3 0.1346} 1.732 | 1.102 | 0.538 3.22 4114 |> 0.99 > 9564 
g 10 
Ni N-4 0.1398| 1.850 | 1.332 | 0.4507| 7.95 | 4273 0.872 1 4822 
g 10 
Ni N-4 bis 0.1398| 1.732 | 1.044 | 0.588 7.95 | 4273 |> 0.99 > 10076 
g 10 i 
Ni N-5 0.1450| 1.850 | 1.656 | 0.1656| 12.00 | 10120 0.320 4 2332 
g 4.38 | 
Ni N-6 0.1450] 1.850 | 1.176 | 0.566 15.6 4434 |> 0.99 > 10005 
g 10 | 
Ni N-6 bis 1) | 0.1425 732 | 1.141 | 0.505 15.6 4.355. | > 0.99 > 9184 
Ni N-6 bis 2) | 0.1425 732 | 1.350 | 0.510 15.6 4355 |>0.99 | > 10148 


(*) I valori di Ngpo sono calcolati dal bilancio isotopico. 
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I risultati non sono stati favorevoli anche perchè i prodotti difficilmente pote- 
vano costituire un catalizzatore omogeneo. Altri preparati ottenuti imbibendo 
il gel di silice con carbonato di nichel in soluzione ammoniacale e ridotti in 
corrente di idrogeno non dettero mai alcun risultato positivo. 

Le esperienze che seguono sono state compiute con catalizzatori preparati 
imbibendo il silicagel con nitrato di nichel e riducendo direttamente questo 
sale a nichel in corrente di idrogeno a bassa temperatura. 

Le Tabelle VII ed VIII riguardano la serie di esperienze condotte con cata- 
lizzatori di questo tipo a varia concentrazione di nichel. 

Le esperienze furono fatte tutte con Vapparato in pyrex di Fig. 2. 

Il catalizzatore Ni N-2, dopo le esperienze di scambio riportate nelle Ta- 
belle VII ed VIII, fu mantenuto in atmosfera di idrogeno nella camera di 
reazione a temperatura ambiente. Dopo circa 114 ore si notò che il colore del 
preparato era passato da un colore bruno nero ad uno nocciola chiaro. Si trattò 
allora il campione con flusso di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s) per circa 
4 ore a 320 °C. 

Una esperienza di scambio condotta su questo campione mostrò che il 
prodotto aveva perduta tutta la sua attività (i parametri dell’esperienza erano: 
t, = (80 4-1) °C, t, = (100 + 1) °C, py, = 0.15 millimoli/s, Nino = 1.82%, Nay 
trascurabile). Si pensò allora di ridurre più energicamente il prodotto in cor- 
rente di idrogeno di bombola (0.8 millimoli/s) per circa 12 ore alla temperatura 
di circa 425 °C. Il prodotto imbrunì di nuovo, ma non rivelò attività apprez- 
zabile in una successiva prova di scambio (t,= (804 1) °C, t#= (100+ 1) °C, 
Py, = 0.145 millimoli/s, Nino = 1.82%, Nun trascurabile). 

I risultati delle esperienze condotte sul catalizzatore Ni N-7 furono abba- 
stanza soddisfacenti. Si pensò di eseguire misure più precise dell’attività di 
questo catalizzatore in un apparato metallico e si osservò che i componenti 
uscivano dalla camera di reazione praticamente all’equilibrio; infatti i rap- 
porti dei valori delle concentrazioni isotopiche del vapore e dell’idrogene dopo 
la reazione fornivano valori molto vicini a quello della costante di equilibrio 
della reazione alla temperatura considerata, e questo per ogni valore della 
velocità spaziale di esperienza. Nella Tabella IX sono raccolti i dati relativi 
ai quattro punti dell’esperienza. Per il primo punto la concentrazione del vapore 
condensato dopo la reazione mostrò un valore troppo basso (probabilmente a 
‘ausa di inquinamento da parte di acqua naturale. Mediando i risultati 
dei punti 2, 3 e 4 raccolti nella Tabella IX si ottiene per la costante di 
reazione 


._ [BDO] /[HD] 


_ [H,0]/ [BH;] 


a (100.4 + 0.2) °C il valore di 2.595 + 0.05. Il valore teorico della costante 
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alla stessa temperatura, ricavato da quello a 100 °C, secondo Lipsy, è 
KK ==:2'.645 (19). 

Il campione di catalizzatore Ni N-7 usato per le esperienze riportate nella 
Tabella IX venne mantenuto, in atmosfera di idrogeno a temperatura ambiente, 
nella camera di reazione dell’apparato metallico. In seguito si ripresero le espe- 
rienze sulla determinazione della costante di equilibrio della reazione di scambio 
in questione, operando ad una temperatura di reazione di (71.5+ 0.5) °C (tem- 
peratura di saturazione (65.7-+0.3) °C e g,,, compreso fra 0.141 e 0.0325 milli- 
moli/s). 

TABELLA IX. — 3-7 Luglio 1952. 
Catalizzatore usato: Ni N-7: 32.55 2 
t, = (80.9 + 0.12) °C t, = (100.4 + 0.2)°C y=1.089 N%,: trascurabile 


n. | PH, Nipo | Nuvo Nup | Nuvo! Nup 
| | | | 

do Wr) TO be ee 2.353 ine nd 20 0.556 | 2.39 

Oe NN 30.082 De 2.355 | 1.560 0.593 | 2.63 

3 0.0523 | 1.647 |}. 1.647 0.644 | 2.56 

4 0.031 1 2.358 (201-608 0.655 | 2.594 


I risultati delle misure di attività dei catalizzatori a base di niche] a con- 
centrazione elevata furono così soddisfacenti da lasciar prevedere l’uso di tali 
preparati per scopi industriali. L’unico inconveniente da questo punto di vista 
era la deperibilità all’aria del prodotto a causa dell’ossidazione del metallo 
provocata dall’ossigeno atmosferico. Furono eseguite alcune prove sulla con- 
servazione delle proprietà dei catalizzatori, ripetendo nelle stesse condizioni 
un certo numero di esperienze eseguite circa un mese prima. 

Il catalizzatore Ni N-6 (che era stato conservato, dopo le esperienze ripor- 
tate nelle Tabelle VII ed VIII, in un involucro di carta da filtro, chiuso in 
una scatola di polistirolo a chiusura non ermetica) fu posto di nuovo nell’ap- 


TABELLA X. — 9 Luglio 1952. 
Catalizzatore usato: Ni N-6: 10 g 
t= 80 °C y= 1.17 N}: trascurabile 
Nino = 1.85% Pu, = 0.1398 millimoli/s . 


t, °C | Nun N4HDO ttesrico) | K | Pr|P | B | a | 
100 | 0.0540 | 1.877 2.58 | SL 0.1100 263.0 | 
120 | 0.1310 1.697 2.41 4506 0.2540 768.5 . | 


(19) I. KIRSHENBAUM: Physical Properties and Analysis of Heavy Water (New York, 
1951), p. 47. 
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parato di vetro pyrex. Dopo un trattamento preventivo del prodotto con flusso 
di idrogeno di 0.1345 millimoli/s a temperatura ambiente furono eseguite le 
esperienze riportate nella Tabella X. 

Il catalizzatore, mostrò di aver perso quasi tutta la sua attività essendo 
lo scambio ridotto di cinque o sei volte. Ciò era dovuto all’ossidazione del 
nichel da parte dell’ossigeno atmosferico. 

Furono fatte altre prove di deterioramento, anche queste estese a tempi 
non molto lunghi, ponendo il catalizzatore Ni N-6 già usato per le esperienze 
riportate nelle Tabelle VII ed VIII nell’apparecchiatura di vetro pyrex e trat- 
tandolo nel modo descritto di seguito. 

Il campione di catalizzatore fu trattato con flusso di aria a temperatura 
ambiente (30 litri in 45 minuti) indi vennero portati a regime di temperatura 
il saturatore e la camera di reazione in flusso di idrogeno prodotto da una 
cella elettrolitica (0.142 millimoli/s). Quest’ultima operazione richiese circa 
15 minuti. 

Venne preso il primo punto della esperienza. Alla fine di questo primo 
punto, l’appareechiatura venne asciugata a caldo con flusso di idrogeno, poi 
il catalizzatore venne mantenuto in camera di reazione in flusso di idrogeno 
((0.042 +0.047) millimoli/s) per circa 15 ore lasciando raffreddare l’apparec- 
chiatura. 

Dopo un nuovo trattamento con flusso di aria a temperatura ambiente 
(30 litri in 45 minuti) vennero ripetute tutte le operazioni descritte per il primo 
punto indi venne preso il secondo punto. Alla fine di questo, dopo estrazione 
della miscela contenuta nel saturatore, l’apparecchiatura venne asciugata a 
caldo in flusso di idrogeno. 

Il campione di catalizzatore mantenuto nella camera di reazione subì un 
trattamento a circa 320 °C, per tre ore, in flusso di idrogeno (0.134 5 millimoli/s). 
(Si ricorda che il catalizzatore era stato ridotto alla stessa temperatura durante 
la sua preparazione - vedi Capitolo II, pag. 496). L’apparecchiatura venne 
riportata a regime e venne preso il terzo punto. Dopo svuotamento del satu- 
‘atore e asciugamento dell’apparecchiatura in flusso di idrogeno, il cataliz- 
zatore fu sottoposto ad un nuovo trattamento in flusso di idrogeno (0.1373 milli- 
moli/s) alla temperatura di circa 315 °C per 22 ore, e, dopo raffreddamento, 
l’apparecchiatura venne messa a regime per la presa del quarto punto. Si ripe- 
terono le operazioni già descritte per eseguire un nuovo trattamento in flusso 
di idrogeno (dell’ordine di 0.13 millimoli/s) alla temperatura di 320 °C per altre 
15 ore e, dopo raffreddamento, sempre in corrente di idrogeno, il catalizzatore 
venne lasciato per 24 ore senza alcun flusso. 

Prima di portare a regime l’apparecchiatura per prendere il quinto punto, 
il catalizzatore venne trattato con flusso di idrogeno (0.1295 millimoli/s) a 
temperatura ambiente per due ore. 

I risultati di questa esperienza sono raccolti nella Tabella XI. 
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TABELLA XI. — 23-28 Luglio 1952. 
Catalizzatore usato: Ni N-6 bis 2): 10 ¢ 
f, = (80+0.5)°C 4 =(10041)°C y= 117 . Kos= 2.58 (*) 
Pu, = 0.1425 millimoli/s Nino = 1.732 Mip: trascurabile 9,/P = 3976 


n. Nun NuDO teor, b a 

1 0.390 1.275 8 0.844 4 4570 
2 0.416 1.245 2 0.900 6 § 225 
3 0.416 1.245 2 . 0.9006 5225 
4 0.435 1.223 2 0.941 6 6435 
5 0.433 12255 0.9733 6380 
(*) Il valore della costante è quello sperimentale. 


Dai dati riportati in questa tavola si vede che il catalizzatore Ni N-6 dopo 


aver perduta una parte della sua attività ne ha riacquistata, ma non del tutto, 
per trattamento con idrogeno a temperatura pari a quella della riduzione per 
la preparazione iniziale. 


2. — Esperienze sui catalizzatori a base di palladio. 


Venne sperimentato un catalizzatore francese a base di palladio (Pd-1) ed 


in una prima esperienza di carattere orientativo (21 Dicembre 1951), si pre- 


sero sei punti (ts media 80.1 °C, Pu, 


inc media 0.132 millimoli/s e ¢, compresa 
ast PALLADIO SU SILICAGEL fra 93 e 144 °C) dai quali risultò che 


questo catalizzatore era molto più at- 
tivo di quelli a base di nichel suppor- 
tato su bentonite che erano stati pro- 
vati immediatamente prima. 

Pertanto in base questi risultaati 
venne organizzata una esperienza molto 
più accurata che venne condotta con 
l’apparecchiatura metallica schematiz- 
zata nella Fig. 1 (capitolo II-1, 
pag. 503). 

Anche in questa nuova esperienza 
si mantennero costanti per tutti i punti 


Fig. 6. — Grafico di In a in funzione di 1/7 
per catalizzatori al palladio su silicagel. 


ee 
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il flusso di idrogeno e la temperatura di saturazione, mentre la temperatura 
di reazione venne fatta variare volta per volta da 91 a 116 °C. 

La Tabella XII raccoglie i dati relativi a questa esperienza e la Fig. 6 
riporta il diagramma ottenuto riportando in ascissa gli inversi delle tempera- 
ture di reazione (°K) e in ordinata i corrispondenti valori di In a. 


TABELLA XII. — 4 Febbraio 1952. 
Catalizzatore Pdl (Pd = 1%): 21.48 g 
t, = (80.12 + 0.15) °C Nîw: trascurabile Pu, = 0.1347 millimoli/s 


| Dei t, °C K y Nipo | Npno Nun | 9y/P | (A a 

| j pra Suor Sla | 
1 91.3 +0.4 | 2.64 | 1.148 | 2.284 | 1.932 | 0.342 | 1691 | -.56 | 800 | 
2 9216 —-0.3) | 2.62.4 1.147 2.290.) 1.921 10.864. |°.1711.:| 0.588 | 848° | 
BVO 7 -OMtEO.S © he 256 1.144 | 2.296 | 1.921 | 0.403 | 1744 | 0.6565; 1069 | 
4 | 100.05+0.35| 2.57 1.137 | 2.303 | 1.815 | 0.432 | 1800 | 0.695 | 1232 | 
5 | 102.8 +0.3 | 2.546 | 1.142 | 2.311 | 1.803 | 0.446 | 1799 | 0.712 | 1302 | 
6 | 106.4 +0.4 | 2.52 1.142 | 2.319 | 1.705 | 0.500 | 1835 | 0.7854| 1673 
7 | 109.4 +0.4 | 2.50 D:13700/22-3260081.7280-0-53L"|0C1.863) 40.83; | L941 | 
IP TIZIO 20.3" 2,47 1.137 | 2.335 | 1.678 | 0.587 | 1901 | 0.907 | 2680 | 
9 | 116.45+0.35| 2.44 1.139 | 2.344 | 1,698 | 0.607 | 1933 |0.9264| 3017 | 


In seguito vennero fatte altre esperienze sullo stesso catalizzatore per otte- 
nere dei dati qualitativi per la sua attività nell’intervallo della temperatura 
di reazione compreso fra 80 e 90 °C. I risultati ottenuti erano praticamente 
in accordo con quelli previsti in base alla esperienza riportata nella Tabella XII. 
L'esperienza di prova di funzionamento dell’apparecchiatura in vetro pyrex 
(Fig. 2a, pag. 000) venne eseguita con questo catalizzatore (Pd-1) che, essen- 
dosi mostrato molto più attivo di quelli provati precedentemente, venne ri- 
tenuto come standard. I dati di quest’ultima esperienza sono riportati qui 
di seguito: 


Catalizzatore usato: 13.44 g di Pd-1 (6 Maggio 1952): 


ts = (80+ 0.5) °C; t, =(100 +1) °C; oy, = 0.145 millimoli/s 
de st: N°,» trascurabile; ee as 1.82108 
N, = 0-3015%; No = 1.468%; 7,|P = 3015 


fp = 0.6210 ; ee a TRL 


3, — Esperienze sui catalizzatori a base di platino. 


Le prime esperienze orientative sui catalizzatori al platino furono fatte 
con una apparecchiatura rapida in vetro pyrex avente la camera di reazione 
molto piccola (Fig. 2-e a pag. 504) rispetto a quella delle apparecchiature usate 
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precedentemente per le prove sui catalizzatori a base di nichel, e ciò in pre- 
visione della maggiore attività del platino. 

Vennero provati per primi due campioni di catalizzatore, uno supportato 
su silicagei (Pt A-i) e uno supportato su carbone attivo (Ft A 2). 

I dati relativi a sueste esperienze sono raccolti nella Vabelia XII. 


TABELLA XIII. — 12 Gennaio-12 Febbraio 1953. 
t, = (80 + 0.5) °C Nip: trascurabile sog ye =e Bae! 


t, = (100 +1) °C Nîno = 2.06 % peso campione 0.6 ¢ 
n. Catalizzatore Y Pu, Py|P Na p | a | 
1 Pt A-1 1.185 0.1295 59 900 0.1155 0.2110 | 8603 | 
2 Pt A-2 1.188 0.502 231938 0.199 4 0.365 O 59790 | 
3 Pt A-2 1.134 0.278 131 221 0.1698 0.3030 | 27318 | 


In seguito venne fatta una serie di esperienze preliminari con lo scopo di 
ricercare il supporto più adatto per i catalizzatori al platino per le reazioni 
di scambio a bassa temperatura. 

I supporti sperimentati furono tre: i carboni attivi Ac/40 e Benzocarbo 
della C.E.C.A. e il gel di silice della Saint Gobain. Per ogni tipo di supporto 
si prepararono quattro campioni scegliendo i grani di dimensioni (5-4) mm, 
(3-2) mm, (1.5 +0.6)mm e (0.35 0.30) mm. 

Con ognuno dei campioni ottenuti si prepararono due catalizzatori, uno 
imbibendo il supporto con una soluzione di acido cloroplatinico contenente il 


TABELLA XIV. - 20 Febbraio 1953. 
Catalizzatori al platino: g 0.6 per campione 
t, = (80 + 0.5) °C t, = (100 + 1) °C YY =a LAL 87 Nip = 0.01% 


@y/P = 148927 RG oocG ees fu, = 0.321 millimoli/s 
x 7 , | Grana n x 

n. | Catalizz.| Supporto (mm) Nevo | Nano | Nup p a 

1 |. Pt vA-3! Ac/40 5 34. 2.011 | 1.374 | 0.542 |>0.99 > 39000 
BAP AL a ) ‘3 +2 | 2.012 | 1.351 | 0.575 |>0.99 |> 390000 
3 MPiCALSAI ) | 1.5 —0.6 | 2.013 | 1.319 | 0.545 |> 0.99 > 390000 
4 | Pt A-6 ) 0.35—0.3 | 2.014 | 1.340 | 0.554 |>0.99 > 390000 
5 |.Pt A-7 | Benzocarbo|5 —4 2.015 | 1.407 | 0.498 0.9292} 224000 | 
6 | Pt A-8 ) |3 +2 2.016 | 1.340 | 0.516 0.9819 340 000 
7 | Pt A-9 | » 11.5 +0.5 | 2.017 | 1.372 | 0.520 0.9700 297 000 
8. | Pt A-10] » 1 0.35--0.3 | 2.018 | 1.363 | 0.513 0.9560 265 000 
9 | Pt A-11| Silicagel |5 +4 2.019 3. 2713 | 0.246 0.885 149 000 
10. | Pt A-12 » ee 2.020 | 1.459 | 0.465 0.8642 169 000 | 
11 | Pt A-13 ) | 1.5 +0.6| 2.021 | 1.353 | 0.542 |>0.99 > 390000 
12 | Pt A-14| ) | 0.35—0.3 | 2.022 | 1.349 | 0.545 |>0.99 > 390000 


baal 
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10% di Pt e l’altro imbibendo il supporto con una soluzione di acido cloro- 
platinico contenente il 5% di Pt. I ventiquattro campioni di catalizzatori ven- 
nero preparati contemporaneamente e subirono così gli stessi trattamenti. Le 
esperienze relative a questi catalizzatori sono raccolte nelle Tabelle XIV, 
XV e XVI. 


TABELLA XV. — 26 Febbraio 1953. 
Catalizzatori al platino: g¢ 0.3 per camipone 
t= (8040.6) °C. t,=(1004.1) °C. y=1.212 NR, = 0.01% 
y,/P = 793137 Kyoocc = 2.58. @y, = 0.8728 millimoli/s 


: ; Grana n | 
i n. |Catalizz.| Supporto (mm) Nemo Namo. | Nap b a 
IP Pat Ass Ac/40 5 —4 2.004 | 1.672 | 0.294 0.5450 | 352 400 
2 | Pt A-4 » 3. +2 2.005 | 1.412 | 0.487 0.9146 +1100000 
3 | Pt A-5 » 1.5 —0.6 , 2.006 1.355 | 0.543 |=>0.99 (>2000000 
4 | Pt A-6 » 0.35—0.3 | 2.007 1.364 | (0.54) |>0.99 |>2000000 
5 Pt A-7 | Benzocarbo|5 +4 | 2.008 | 1.645 | 0.320 | 0.5940) 403000 
6 | Pt A-8 » 3. +2 2.009 1.389 | (0.522) 0.9799 1660000 
7: |Pt A-9 ) 1.5 +0.6 | 2.010.|_ 1.329 | 0.543 |>,99 >2000000 
8 | Pt A-10 » 0.35—0.3 | 2.011 1.329 | (0.539) | >0.99 >2000.000 
9 | Pt A-11| Silicagel | 5 +4 2.012 | 1.872 | .0.115 | 6.2200 111000 
10 | Pt A-12 » 3° +2 2.013 | 1.699 | 0.289 0.3230 174500 
1d BS 2 ra We Ue » 1.5 —0.6| 2.014 | 1.533. | 0.418 | 0.7980 716000 
12 | Pt. A-14| » 0.35—0.3 | 2.015 | 1.481 | 0.452 | 0.8624 | 888000 
I valori di Nyp fra parentesi sono calcolati dal bilancio isotopico. 


TaBeLLA XVI. — 2 Marzo 1953. 
Catalizzatori al platino: 0.3 aper campione 
#, = (804 0.5) °C #=(100+1)°C. y=1.212 N3=0.01% 


@y/|P = 795187 BG goa Pu, = 9.8728 millimoli/s . 
n. |Catalizz.| Supporto Co NES ao ee e a 
(mm) 

ett PtRA-15 Ac/40 5 4 2.011 1.547 | 0.371 0.6900 | 525500 
| 2 | Pt A-16 » 3 +2 2.013 | 1.413 | 0.541 |>0.99 >200000 

3 | Pt A-19| Benzocarbo:-|5 —4 | 2.015-| 1.610 |(0.344)| 0.6372 455000 

3b| Pt A-19| > |5 +4 | 2.017 | 1.616 | (0.341)| 0.6310| 448000 
| 4 | Pt A-20 » 3 +2 2.019 | 1.387 | (0.531) |+0.99, |>2000000 
| 5 | Pt A-23|  Silicagel 5 4 2.021 | 1.868 | (0.136)| 0.2400} 122800 
| 6 | Pt A-24 » 3 +2 | 2.023 | 1.619 |(0.343)| 0.6330| 450000 
| 7 | Pt A-25 » 1.5 +0.6 | 2.025 | 1.453 |(0.482)| 0.8962 1013000 

8 | Pt A-26 » 0.35+-0.3 | 2.027 | 1.442 |(0.492)| 0.9143, 1103000 


I valori di Nyp fra parentesi sono calcolati dal bilancio isstopico. 
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I primi campioni sperimentati furono i catalizzatori preparati con la solu- 
zione di acido cloroplatinico al 5% di platino, e per la misura di attività si 
prelevarono 0.6 g di prodotto da ogni campione. L’apparecchiatura sperimen- 
tale era quella in ottone descritta precedentemente e riportata nella Fig. 3. 

La Tabella XIV, ehe raccoglie i dati relativi a queste prime esperienze, 
mostra che, per molti dei campioni di catalizzatore usato, la reazione di seambio 
procedeva fino all’equilibrio. In queste condizioni non si poteva dedurre il 
valore dell’attività del campione, perciò si ripeterono le esperienze della Ta- 
bella XIV usando solo 0.3 g di campione per ogni catalizzatore sperimentato. 
I risultati di questa nuova serie di esperienze sono raccolti nella Tabella XV. 
dalla quale risulta che per i catalizzatori supportati su carboni attivi Benzo- 
carbo e Ac/40 nella pezzatura inferiore a 1.5 mm si raggiungeva ugualmente 
l’equilibrio della reazione di scambio anche con 0.3 g di catalizzatore. Per 
questa ragione vennero esclusi dalla serie di esperienze condotte con i cata- 
lizzatori imbibiti con la soluzione di acido cloroplatinico contenente il 10% 
di Pt, i catalizzatori (Pt A-17, Pt A-18, Pt A-21, Pt A-22) supportati su car- 
bone attivo con grani di dimensioni inferiori a 1.5 mm. 

La Tabella XVI raccoglie i dati relativi alle esperienze condotte con i cata- 
lizzatori preparati per imbibizione con la soluzione di acido cloroplatinico con- 
tenente il 10% di platino. 

Dall'esame dei risultati delle esperienze raccolte nelle Tabelle XVI, XV 
e XVI si dedusse che il supporto che aveva dato migliori risultati era il car- 
bone attivo Ac/40 della C.E.C.A. Questo tipo di supporto è servito in seguito 
per la preparazione di altri catalizzatori a base di platino utilizzati nelle reazioni 
di scambio a bassa temperatura. 

I dati di altre due esperienze condotte con i catalizzatori Pt A-3 e Pt A-15 
sono raccolti nella Tabella XVII. 

In queste due esperienze la temperatura di reazione è stata fissata a 80 °C. 


TABELLA XVII. — 5 Marzo 1953. 
Catalizzatori usati: Pt A-3: 0.3 g; Pt A-15: 0.3 g 
i = (80 + 1) °C t. = (80 +1) °C — gy, = 0.839 millimoli/s t= N26 


Koc = 2.75 Mipo= 2.029% Nip = 0.01 % py/P = 712045 
Catalizzatore NEO NES B | a 
Pt A-3 | 1.219 (0.730) |. 0.3596 | 175 222 | 
Pt A-15 | 1.286 | (0.670) 0.329-7) Li] 157 165 | 


Dopo queste esperienze preliminari fu preparato un certo quantitativo di 
catalizzatore a base di platino su carbone Ac/40 (Pt-1) del quale fu provata 
l’attività nell’apparato standard riportato in Fig. 3 


or 
bo 
_ 
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I dati di questa esperienza furono i seguenti (31 Marzo 1953): 


2) = ( 80 = 1)°0 y = 1.113 B =0.2980 
ie t= (100-190 Nee eS. 00g = 621 338 
Gu, = 9-914 millimoli/s {bake = 0.011% a = 152000 
Koop = 2-50 We fee = 183% 

Nip teo = 9-162% 


Il catalizzatore Pt-1 fu messo in una colonna per reazioni di scambio costi- 
tuita di 10 piatti, alimentata dall’alto con acqua naturale distillata e dal basso 
con idrogeno proveniente da una cella elettrolitica nella quale si trovava una 
soluzione alcalina di potassa al 20% in acqua contenente acqua pesante. 

Dopo una serie di esperienze questa colonna venne smontata e da ciascun 
piatto fu prelevato un campione di catalizzatore per misurarne di nuovo l’at- 
tività. 

La Tabella XVIII raccoglie i dati di queste esperienze. 

I campioni di vapore condensato nelle esperienze raccolte nella Tabella XVIII 
erano alcalini per i punti riguardanti i campioni prelevati dai piatti 1, 2, 3, 
4, 5, 6 e 7, quello riguardante il punto rilevato con il catalizzatore prelevato 
dal piatto 8 era poco alcalino, mentre i campioni riguardanti i punti rilevati 
con il catalizzatore prelevato dai rimanenti piatti erano neutri. Un campione 
di catalizzatore prelevato dal piatto n. 1 venne sottoposto a lavaggi sueces- 
sivi con acqua distillata fredda e calda, fino a che il liquido di lavaggio risultò 
neutro. Con questo campione asciugato in stufa a circa 120 °C si fecero altre 
esperienze i cui valori sono raccolti nella Tabella XIX. 


TAaBELLA XVIII. — 11 Novembre 1953. 
Catalizzatore usato: 0.3 g di platino su carbone Ac/40 (t-1) usato nella colonna a 
reazione di scambio. 


i, = (80 40.5) °C" 4, =(100-4,1)°C Ko°o = 2.58 y = 1.13 
Pr, = 0:914 milimoli/s N?,,0 = 2.286 % NL = 0.01%. g,/P = 815749 
| | 
| Campione | Nuvo Nip (teor) Bp | a | 
Piatto I-1 2.222 0.059 3 0.0920 | 39.600 
Piatto II IRON 009 n 00860] 36 950 
Piatto III 104010 00.0.0910, 1150.1320, 5 58 440 
|. Piatto IV LISTINI CONI sa ATO 56 270 
| Piatto V. COORTE e LORI 75070 
Piatto Vi... R200) we OBOB. |). LION 54.440 
Piatto VII <... . 4 2.200. | 0.0858. | 0.1230.. | 54 440 
piatto nV ILL ihe flees 2117} 0001.5904! |. 10.2420.; | 14.745 
| Piatto IX D290. © ide. ee 088 1 0.0945 | 41110 
Miao Rees Mari 0.0920 | 013320005, 591 60 | 
Campione originale 2.014 0,2500 0.388 5 | 204300 | 


or 
bo 
bo 
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TABELLA XIX. — 14-19 Novembre 1953. 
t, =(80+1)°C Kindo. = NTD Nip = 0.01% 
Pu, = 0.914 millimoli/s Kyo oc = 2.58 N&bo = 2-309% 


Punto| 4, + 1 °C Campione Y NA ®y]P B a 
iS | A sa sati 
1 | 80 0.3 1.143 2.244 767 938 0.090 1 39 260 
25. 80 1.5 1.143 2.140 153 582 0.238 0 22300 
3 | 100 1.5 1.153 2.052 171129 0.363 5 44280 


Il campione del vapore condensato durante il punto 2 delle esperienze 
riportate nella Tabella XX risultò lievemente alcalino, mentre i campioni di 
vapore condensato durante gli altri punti erano neutri. 


TABELLA XX. 
t, = (80 + 0. 5) °C = ae + 0.5) °C Nip = 0.01 % K,o0 = 2.58 


n. iui g aa y | Qu, N popo Nap CO) ele B a 


| 1 Baker 0.99 0.3 | 0.99 1.141.914 2.309 2.095 (0.1976) 860425 | 0.305 6 180580 
(14-XII-1953) | | 
2 | Baker 0.99 0.3 0.99 1.141,0.9142.3322.142/(0.179) 860425 | 0.272 8157700 
(14-XII-1953) | | | | | | 

3 Baker L 445 (0.305 | 1.74 1.1660.810 2.188 1.886 0.26 242141|0.4332|239870 

| (21-V-1954) | | | 
4 Baker L 445 (?)0.3002, — 1.1560.852 2.208 1.702 0.448 | 796622 0.7501 633300 


(*) I valori fra parentesi sono ricavati dal bilancio isotopico. 
(*) Ridotto in granuli di dimensioni comprese fra 3 e 2 mm, 


Alla fine del punto n. 2 (Tabella XIX) si osservò che il catalizzatore dopo 
la reazione risultava in parte umido, questo era dovuto al fatto che essendo 
la camera di reazione molto piccola e la quantità di catalizzatore piuttosto 
rilevante (1.5 g) una parte di questo catalizzatore veniva ad occupare una 
zona della camera di reazione troppo vicina al fondo del manicotto termo- 
statante, tale zona si trovava manifestamente a temperatura più bassa di quella 
del termostato stesso, per cui una parte del vapore costituente la miscela dei 
reagenti condensava sul catalizzatore. 

In seguito si fecero esperienze su catalizzatori al platino supportato su 

carbone, preparati in America dalla Baker, ISerandone l’attività con Pappa- 
rato rapido in ottone. 

I valori delle esperienze sono raccolti nella Tabella XX. I punti 1, 1-bis — 
e 2 riguardano campioni di catalizzatori presi nella pezzatura originaria, mentre 
il punto n. 3 riguarda lo stesso catalizzatore usato per il punto n. 2 granulato 
fra 3 e 2mm. 
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Molte delle esperienze finora riportate mancano del dato sulla concentra- 
zione del deuterio nell’idrogeno dopo la reazione di scambio, e questo per la 
mancanza di un forno efficiente per la combinazione dell’idrogeno con ossigeno, 
necessaria per la determinazione della concentrazione isotopica con il metodo 
del galleggiante. 

Si pensò di costruire un forno con un riempimento di rame tale che non 
presentasse gli inconvenienti che si erano registrati con i riempimenti usati 
precedentemente. 

Il riempimento venne preparato supportando del rame metallico su mate- 
riale poroso. 

Fu scelto come primo supporto il silicagel, in seguito si preferì adoperare 
un supporto di pomice che dette risultati notevolmente migliori. 

La deposizione del rame sul supporto di pomice venne eseguita nel modo 
seguente: 150 g di supporto in grani di dimensioni (1 +2) mm lavato ed essic- 
cato venne imbibito con 300 em* di una soluzione ammoniacale di acetato di 
rame contenente 31.5 g di Cu(CH,COO),-H,O su 100 em? di soluzione. Dopo 
45 ore di imbibizione si decantarono 225 em? di soluzione e si aggiunse la 
soluzione riducente costituita da 20 cm? di idrato di idrazina all’85%, diluiti 
a 75 cm? con acqua distillata. Il recipiente contenente il supporto imbibito 
e la soluzione riducente venne posto in bagnomaria freddo e si scaldò l’acqua 
del bagnomaria fino all’ebollizione in 20 minuti; alla fine della reazione il pre- 
parato fu lavato con acqua ed asciugato in stufa a — 150 °C. 

Il forno riempito col preparato descritto venne posto in opera per la prima 
volta il 30 Gennaio 1954. I campioni di vapore condensato provenienti dalla 
combustione dell’idrogeno risultarono un poco acidi e dalla loro neutralizza- 
zione con carbonato anidro di potassio si ottenne un precipitato bruno ver- 
dastro. L’analisi di questi campioni rivelò forti quantità di ioni cloro e tracce 
di ione solforico nel liquido, mentre il precipitato era costituito da ferro e 
tracce di cromo. 

La presenza di questi sali nel campione da sottoporre all’analisi isotopica 
non infirmava i risultati di questa perchè i campioni venivano, come è noto, 
neutralizzati e distillati tre volte. 

Si prepararono altri catalizzatori per imbibizione di carbone attivo Ac/40 
con soluzioni contenenti acido cloroplatinico con tracce di formiato di nichel. 

I risultati delle esperienze relative a questi catalizzatori sono raccolti nella 
Tabella X XI. 

Esperienze eseguite su catalizzatori a base di rame su carbone attivo Ac/40 
e sul supporto puro per lo scambio a bassa temperatura non dettero risultati 
apprezzabili. 

Allo scopo di investigare sull’influenza della concentrazione sulla attività 
dei catalizzatori al platino, si fecero esperienze su cinque catalizzatori con- 
tenenti platino in quantità decrescenti e tutte inferiori all’1%. 


34 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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Il supporto di questi catalizzatori era carbone attivo Ac/40 in granuli di 
dimensioni (1.7 --1.2) mm. La Tabella XXII riporta i risultati di queste espe- 
rienze. ; 


TABELLA XXI. — 30 Gennaio - 1° Febbraio 1954. 
Catalizzatori usati: Platino su carbone Ac/40 e Platino con tracce di nichel su car- 


bone Ac/40 - 0.5 g per campione. 
t, = (80+0.5) °C; t, = (100+1) °C; K,.o0co = 2.58; Nyy = 0.01% 


n. |Campione| Pt %|Ni %| y Pa, Nino Nevo Nap B Py/P a 


aul Pt-2 | 2.51 | — | 1.103 | 0.982 | 2.131] 1.515 | 0.449 | 0.7682 | 563599 | 478750 | 
2 Pt-3 | 2.15 | tracce| 1.103 | 0.982 | 2.132 | 1.445 | 0.517 | 0.8867 | 563599 | 713200 
lea Pt-4 1239 — |1.103 | 0.982 | 2.133 | 1.497 | 0.483 | 0.8268 |56 3599 | 574250 
4 Pt-5 1.87 | 0.25 | 1.128 | 6.915 | 2.134 | 1.649. | 0.387 | 0.6633 | 519604 | 326400 | 
TABELLA XXII. — 21 Aprile 1954. 

t, = (80+0.5) °C; t, = (100-+0.5) °C; Nîp = 0.01%; K,ooo = 2.58. 

: 

\Cataliz-| | Btu ms 
D- | zatore (ee sol. a Y Gu, |Nivo|Nuvo| Nav | @y/P B a 
1 | Pt 6-a| 0.305 0.99 | 1.165 | 0.796 | 2.134 | 1.595 | 0.482 | 730014 | 0.837 758300 | 
2 | Pt6-b| 0.235 | 0.69 | 1.163 | 0.792) 2.140 | 1.714 | 0.414 | 943498 | 0.716 | 679.050 | 
3 | Pt 6-c|- 0.301 0.49 |1.160 | 0.788 | 2.145 | 1.676 | 0.448 | 733703 | 0.761 | 618950 
4 | Pt 6-d| 0.3 0.25 |1.168 | 0.783 | 2.157 | 1.786 | 0.347 | 729194 | 0.592 | 373000 
5 | Pt 6-e| 0.3 | 0.11 |1.150|0.817]|2.161 | 2.032 | 0.158 | 766494 | 0.259 | 132250 k 

VALORI DI a IN FUNZIONE DELLA PERCENTUALE . È stato costruito un dia- 

a-10°° DI PLATINO NEL CATALIZZATORE 


gramma riportando in a- 
scissa i valori della coucen- 
trazione del platino nella. 
soluzione di acido cloropla- 
tinico imbibente, e in ordi- 
nata i valori dell’attività. 
Da questo diagramma (Fig. 7) 
risulta chiaro che l’attività. 
cresce con la concentrazio- 
ne del platino nel cataliz- 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 
Fig. 7. - Grafico diln a in funzione della percentuale Zatore per quanto riguarda. 
di platino in catalizzatori supportati su carbone Ac/40. la zona delle basse concen- 

trazioni, mentre finisce per. 
essere pressochè costante aumentando ulteriormente la concentrazione del 
metallo supportato. 
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Si è poi preparato un catalizzatore per un piatto sperimentale per le rea- 
zioni di scambio, supportando platino su carbone Ac/40 ed un altro cataliz- 
zatore pure al platino supportato su silicagel per le esperienze da effettuare 
con l’impiantino sperimentale per la produzione di acqua pesante col metodo 
delle reazioni di scambio a due temperature (11). 

Le misure dell’attività di questi preparati sono raccolte nella Tabella XXIII. 


TABELLA XXIII. — 8 Giugno 1954. 
Catalizzatori usati: Pt-7 0.3016 g; Pt-8 0.3015 g 
t, =(80+0.5) °C; #=(100+1)°C; Nip = 0.01%; Mino = 2.208; Kyo ee = 2.58 


zatore | teor. anal. Pa, Nupo Nup 
eae i “rare a BET 


Pitas Pa DE ISS 0125 1.166 |0.7917| 1.688 | 0.469 GELA 733 894 | 652950 
Pt-8 | 0.76%| — 1.153 | 0.8218| 1.153 | 0.275 | 0.4705 | 766036 | 278250 


| Cataliz-| conc. | Pt % 


1 i 


A conclusione delle esperienze con- 
dotte su catalizzatori a base di platino, 33 
riportiamo alcune esperienze eseguite con 
un catalizzatore di platino su silicagel, 
usando l’apparato metallico di precisione ja; 
che è servito anche per la determinazione 
della costante di equilibrio della reazione 


PLATINO SU SILICAGEL 


HD + H,0 4 HDO + H, 


nell’intervallo di temperatura compreso 127 
fra 50 e 750 °C. 

Il catalizzatore sperimentato era co- 
stituito da una mescolanza di parti 125 
pressochè uguali dei catalizzatori Pt A-12, 124 
Pt A-13, Pt A-14, già descritti. 

Una prima serie di esperienze fu ese- 
guita mantenendo costante il flusso di 122 
idrogeno e la temperatura di saturazione, 
variando la temperatura di reazione nel- est rosa nd di ida toe tanmions 
l’intervallo compreso fra 56 e 103 °C. di 1/7 per catalizzatori al platino 

I dati relativi a queste esperienze su silicagel. 


(1) E. Cerrar, C. MarcHETTI, R. RENZONI, L. Roseo, M, SILVESTRI, S. VILLANI: 
A thermal method for concentrating heavy water; Ohem. Eng. Prog Sym., Series 50, 
11, 271 (1954). 
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sono raccolti nella Tabella XXIV. La Fig. 8 riporta il diagramma In a con- 
tro 1/7 relativo a queste esperienze. 

Con lo stesso catalizzatore fu eseguita un’altra serie di esperienze mante- 
nendo costante la temperatura di saturazione e quella di reazione, variando 
invece il flusso di idrogeno nell’intervallo compreso fra 0.428 e 1.611 milli- 
moli/s. 

I dati relativi a queste esperienze sono raccolti nella Tabella XXV. 


TABELLA XXIV. 
Catalizzatore: g 0.416 di platino su silicagel (Pt = 5%) 
t, = (67+0.15) °C; — Nip = 0.01% 


OI tr. °C K y Pa, Nino Nuvo Nup B a 

1 103 2.504 2.90 1.04 Sira 1.652 0.3866 | 0.7406 | 590950 
2 96 2.580 2.88 1.04 2 Tae 4 1744: 0.3435 | 0.6628 | 462790 
3 85.5 2.663 287/504 94789 218788 0.3278 | 0.6415 | 395375 
4 74.5 2.805 2.87 0.99 2.702 1.860 0.2923 | 0.5837 | 284090 
5 63.5 | 2.887 2.88 1.04 2.724 1.956 0.2669 | 0.5399 | 250590 
6 56 | 2.987 | 2.88 | 1.01 273654) 2.012 0.2514 | 0.5162 | 214990 


TABELLA XXV. 
Catalizzatore usato: g 0.335 di Platino su silicagel 
t, = (67+0.15) °C; Mip= 0.01%; ~  Nepo= 2.682%; tr = 76°; Kato QUI 


n. y La, Nuvo Nan B Py/P a 

1 : 2.92 0.428 1.480 0.415 0.8664 | 225955 297010 

2 2.91 0.871 1.707 0.290 0.597 2 460 297 274420 
| 3 2.907 1.491 1.555 0.253 0.5186 © 788 089 377 230 
| 4 2.863 1.611 2.056 0.224 0.453 0 854 872 340 200 


4. — Esperienze sui catalizzatori per le reazioni di scambio ad alta temperatura. 
Catalizzatori a base di ferro. 


La catalisi delle reazioni di scambio ad alta temperatura può essere age- 
volmente etfettuata con catalizzatori a base di. platino o di palladio suppor- 
tati su convenienti materiali porosi. 

Si è pensato di utilizzare a questo scopo alcuni preparati a base di ferro e 
di ferro-ossido di cromo supportati su pomice. 

La prima difficoltà che si incontra circa l’uso del ferro come catalizzatore 
per la reazione di scambio isotopico fra idrogeno e vapor d’acqua è che que- 
st’ultimo può reagire direttamente col metallo per formare ossido di ferro e 
idrogeno. I 


ee mi treni betta 


ee init 
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Allo scopo di studiare le condizioni di esercizio di questi catalizzatori con- 
tenenti ferro, ferro e ossido di cromo si è eseguita preliminarmente una rac- 
colta di dati numerici riguardanti gli equilibri delle reazioni che possono avve- 
nire fra i componenti della miscela gassosa e il metallo (1°). 

Le reazioni che avvengono a seconda delle condizioni fra ferro, vapor 


d’acqua e idrogeno sono le seguenti: 


(1) Fe +H0 =FeO+H, 
(2) 3FeO +H,0 = Fe,0, + H, 

(3) 2Fe;0, + H,O = 3Fe,0, + H, 
(4) 3Fe +4H,0 = Fe,0, + 4H, 
(5) 2Fe +3H,0 =Fe,0, + 3H, 


Poichè tutte le reazioni elencate avvengono in fase eterogenea la costante 
di equilibrio è espressa unicamente dal rapporto delle pressioni parziali delle 
concentrazioni dei componenti gassosi. 

I valori di queste costanti, espresse nella forma generale dall’espressione: 


K — Pmo 
Pu, 


sono stati determinati per varie temperature e sono raccolti nelle Tabelle 
XXV a eb. 


TABELLA XXV a. 


Reazione: Reazione: Reazione: 
Fe0+H, = Fe+H,0 Fe,0,+H, = 3Fe0+H,0 |3Fe,0,+H, = 2Fe,0,+H,0 
P*(K.) K TR(SK) ie T (°K) K 

Ese 0.743 1400 6.71 1400 18.8 
1273 0.662 1300 4.92 1200 16.8 
173 0.582 1200 3,90: 1100 15.7 
1073 0.499 1100 2.16 1000 14.4 
973 0.422 1000 1:27 900 12.9 
923 0.376 900 0.66 800 11.4 
873 0.340 
823 | 0.283 


(12) S. DUSHMANN: Vacuum Technique (London, 1949), p. 810. 
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TABELLA XXV D. 


Reazione: Fe,0, + 4H, = Fe + 4H,0 Reazione: Fe,0, + 3H, = Fe + 3H,0 
TS) K: SFUSO) K 
1400 1.340 1400 8.00 
1200 0.984 1200 5.30 
1100 0.785 1100 | 3.90 
1000 0.603 1000 2.70 
900 0.398 900 | 1.78 
800 0.275 800 1.45 
700 0.159 


I valori della costante per la reazione (1) considerata da destra verso si- 
nistra sono stati determinati da J. B. AUSTIN e M. J. DAY (!), quelli riguar- 


danti la riduzione da Fe,O, a Fe,O, 


P 


Fi 


Mir) SNO 6600 700 800 ANN 1000 100° 
Fig. 9. — Valori di equilibrio pPy,o/Pa, 
alla temperatura di reazione peri vari 

ossidi di ferro. 


sono stati determinati da L. WOHLER e 
O. BALZ (4) quelli riguardanti le ridu- 
zioni da Fe,O, a Fe metallico e da Fe,O, 
a Fe metallico sono stati determinati 
da J. CHIPMAN e D. W. MURPHY (1). 

Per la costante della reazione di ri- 
duzione da Fe;0, a FeO è riportata la 
relazione 

2531 


lg K = 2.633 — —— 


ricavata dai valori di J. B. AUSTIN e 
M. J. DAY per la reazione (1) e da quelli 
di J. CHIPMAN e D. W. Murpny per la 
reazione (4). 

Il grafico di Fig. 9 riporta i valori di 
equilibrio del rapporto delle pressioni 
parziali del vapor d’acqua e dell’idroge- 
no rispetto alla temperatura di reazione. 

La curva 1 si riferisce al sistema 
FeO-Fe, la 2 al sistema Fe,0,-FeO, 
la 4 la sistema Fe,O,-Fe, la 5 al sistema 
Fe,O,-Fe. 


(13) Symposium on Controlled Atmospheres (Cleveland, Ohio, 1942). 


(14) L. W6HLER and O. BaLz: Zeits. 


(15) J. CHIPMAN and D. W. MURPHY: 


Elektroch., 27, 406 (1921). 
Journ. Ind. Eng. Chem., 25, 319 (1933). 
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Per i valori di Py,o/Px, Minori di quelli dati dalla curva 1, FeO si riduce 
a Fe, per i valori dello stesso rapporto compresi nella zona fra le curve 4 e 1 
si ha la formazione dell’ossido FeO. 

Nella zona compresa fra le curve 4 e 2 l’ossido Fe;0, viene ridotto a FeO, 
mentre nella zona compresa fra le curve 4 e 5 il vapor d’acqua ossida il ferro 
a Fe0,. 

La curva corrispondente al sistema Fe,0;-Fe;0, non compare nel diagramma 
perchè si trova molto spostata verso l’alto. 

Nella zona compresa fra questa curva e la curva 5 Vossido Fe,O; viene 

l ridotto a Fe,0,, mentre al disopra della curva corrispondente al sistema 
Fe,0,-Fe;O, si ha la formazione dell’ossido Fe,O,. 

Per quanto riguarda il cromo le reazioni che avvengono fra questo elemento, 

vapor d’acqua e idrogeno sono le seguenti: 


(6) Cr + H,O = CrO + H, 
(7) 2Cr0 + H,O = Cr,0; +H; 
(8) 2Cr+3H,0 = Cr,0, + 3H, 


I valori della costante di equilibrio per la reazione (8) sono stati misurati 
da G. GRUBE e M. FLAD (!), e quelli delle reazioni (6) e (7) sono stati calcolati 
da O. G. MAYER (!) e sono raccolti nella Tabella XXV c. 


TABELLA XXV ec. 


T CK Sistema Cr,0,-Cr Sistema CrO-Cr Sistema Cr,0y-Cr0 

i) log K log K log K 

1000 — 4.833 — 5.62 — 3.42 
1200 — 3.80 — 4.34 — 2.72 

1400 — 3.073 — 3.47 — 2.27 

1600 — 2.478 — 2.77 — 1.92 

1800 — 2.048 — 2.25 — 1.65 

| 2000 — 1.463 — 1.84 -— 1.44 


In base a tutto quanto si è esposto e dai valori delle costanti di equilibrio 
riportati nelle Tabelle XXV a,b e ¢ si può concludere quanto segue: 

Con i catalizzatori a base di ferro operando in presenza di idrogeno e vapor 
d’acqua, affinchè il ferro possa sussistere allo stato di metallo ridotto si deve 
operare con valori del rapporto molare idrogeno-vapor d’acqua non inferiori 
a circa 4 per la temperatura di reazione di 500 °C. 


(16) G. GruBe and M. Fran: Zeits. Elektrochem., 45, 835 (1939). 
(1?) C. G. MAYER: Bur. Mines. Bulletin, 432 (1942). 
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Con i catalizzatori a base di ferro e ossido di cromo, valgono le stesse con- 
siderazioni per quanto riguarda il ferro, mentre il cromo si manterrà ancora 
allo stato di sesquiossido operando con rapporti molari idrogeno-vapor d’acqua 
dell’ordine di 7500 alla temperatura di circa 700 °C. 

A scopo comparativo riportiamo anche i dati riguardanti la reazione fra 
nichel, vapor d’acqua e idrogeno che avviene secondo lo schema seguente: 


(9) Ni + H,O 4 NiO + H,. 


La Tabella XX Vd fornisce i valori della costante di equilibrio a varie tem- 
perature secondo H. L. JOHNSON e A. L. MARSHALL (8). 


TABELLA XXV d. 


T (eK) K = H,0/H, 
1440 30.2 
1495 29.0 
1511 28.9 
1529 28.2 
1566 27.9 


Da questa tabella risulta che a 1167 °C la reazione di ossidazione avviene 
solo se il rapporto molare idrogeno vapore è inferiore a 0.032 e che tale valore 
decresce col decrescere della temperatura di reazione. In base a questi dati 
si può infatti affermare che nelle condizioni verificatesi durante le nostre espe- 
rienze con catalizzatori a base di nichel il rapporto molare di idrogeno e vapor _ 
d’acqua della miscela aveva valori tali da mantenere il metallo allo stato ridotto. 
Nel caso invece dei catalizzatori a base di ferro si è visto che occorre lavorare 
con valori del rapporto molare idrogeno-vapor acqueo superiori a quello che 
compete all’equilibrio ferro-ossido di ferro alla temperatura di reazione con- 
siderata. 

Se il rapporto molare della miscela entrante nella camera di reazione è 
favorevole alla formazione di ossido di ferro, alla temperatura di reazione 
scelta, si ha l’ossidazione del metallo da parte del vapore con conseguente 
produzione di idrogeno e i componenti usciranno dalla camera di reazione in 
un rapporto molare diverso da quello di ingresso, mentre contemporaneamente 
vengono alterate le concentrazioni del deuterio nei due componenti. 

Le prime esperienze su catalizzatori a base di ferro furono eseguite man- 
tenendo costanti il flusso di idrogeno e la temperatura di reazione, mentre 


(18) H. L. JOHNSON e A. L. MARSHALL: Journ. Am. Chem. Soc., 62,:1382 (1940). 
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la temperatura di saturazione veniva variata in modo da ottenere diversi valori 
per il rapporto molare idrogeno-vapor d’acqua nella miscela che entrava nella 
camera di reazione. 

I dati relativi a queste esperienze sono raccolti nella Tabella X XVI, dalla 
quale risulta chiaramente che per i primi due punti lo scambio era avvenuto 
fino quasi a raggiungere i valori di equilibrio delle concentrazioni in deuterio. 
alla temperatura di reazione considerata. 


TABELLA XXVI. — 14 Aprile 1954. 
Catalizzatore usato: Fe 9 (Fe = 26%): g 5.01 
t,= 402°C; | Kinacg = 1.62; Wp = 0.01% 


n. | t, °C y Pa, Nene | Nupo Nup @y/P | 

58.6 | 4.93 | 1.136 | 1.008 0.230 | 0.154 | 126098 | 0.935 1 172 960 
62.2 | 4:00: 1.136 |" 1.0103 | 0.275 | 0.219 131043 | > 0.9900 | > 41670 
68.1 | 2.97 |,1:136.| 1.0139 ).0.817 | 0.0932. |-140192 | 0.3750 30 572 
ta x9 | 2.00.) 21-2325). 1.017, | 0.946 | 0.0572 | 170604 0.1653 11872 
58.6 | 4.93 | 1.136 | 1.008 ' 0.723 | 0.0681 | 126098 | 0.377 4 29 965 
58.6 | 4.93 | 1.136 | 1.008 | 0.748 | 0.0705 | 126098 0.3299 31 558 


aor Wh & 


I punti 3 e 4 dettero attività decrescenti, forse a causa dell’ossidazione 
di una parte del ferro a spese del vapor d’acqua. 

Gli ultimi due punti, per i quali il rapporto molare idrogeno-vapor d’acqua 
era stato riportato al di sopra del suo valore critico alla temperatura di 402 °C 
mostrarono un aumento dell’attività del catalizzatore e ciò forse a causa della 
progressiva riduzione dell’ossido di ferro precedentemente formato. 

Lo stesso catalizzatore usato per le esperienze riportate nella Ta- 
bella XX VI (+), mantenuto nella camera di reazione, venne trattato con una 
miscela idrogeno e vapor d’acqua il cui rapporto molare era circa 9, in un 
intervallo di temperature comprese fra 402 e 505 °C. 

Durante questo trattamento si presero 6 punti di esperienza, dai quali 
risultò che lo scambio isotopico era avvenuto fino a raggiungere per le con- 
centrazioni in deuterio del vapore condensato e dell’idrogeno i valori di equi- 
librio alla temperatura considerata. i 

I dati di queste esperienze sono raccolti nella Tabella XXVII (*). 

Si è provveduto in seguito a sostituire la termocoppia della camera di 
reazione con una termocoppia costruita con fili tarati. 

Le prove successive sulla catalisi delle reazioni di scambio ad alta tempe- 


(+) I valori delle temperature di reazione che figurano nelle Tab. XXVI e XXVII 
non sono esatti perchè la termocoppia messa in opera nell’apparecchio per le reazioni 
di scambio ad alta temperatura schematizzato nella figura non era di buona qualita. 
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TABELLA XXVII. — 20-23 Aprile 1954. 
Catalizzatore: Fe 1 (Fe ~ 26%): g 5.01 
Mey = 0.01%; t= 47.1°C;  B> 0.99 


ni: 31,4 °C K y Py, No Nupo Nup (*) py|P a 

1 402 | 1.52 | 8.82 | 1.136 | 0.995 | 0.1604 | 0.1046 119 492 > 147300 

2 402 | 1.52 | 8.81 | 1.136 | 0.995 | 0.1566 | 0.1052 119 742 > 147 300 
| 3 455 | 1.44 | 8.90 | 1.156 | 0.997 | 0.1519 | 0.1048 140 874 > 181700 
4 495 | 1.39.| 8.94 |.1.162 | 0.997 0.1453 |10.1052 157 124 > 208 500 
| 5 505 1.38 | 9.00 | 1.165 | 0.997 | 0.1446 | 0.1047 160476 > 214400 

6 505 1.38 | 9.23 | 1.156 | 0.997 | 0.1394 | 0.1053 158 469 > 205300 

(*) I valori di Nyp sono ricavati dal bilancio isotopico. 


ratura furono eseguite con un catalizzatore contenente ferro e sesquiossido 
di cromo supportati su pomice. Il rapporto Fe:Cr,0; era circa 10:1 in peso. 

La prima serie di esperienze condotte su questo preparato venne eseguita 
mantenendo costante il flusso di idrogeno e la temperatura di reazione, mentre 
nelle successive la temperatura di reazione veniva variata in modo da ottenere 
per il rapporto molare idrogeno-vapor d’acqua valori compresi fra circa 5 e 
circa 2. 

I dati di queste esperienze raccolte nella Tabella XXVIII mostrano che 
l’attività decresceva col decrescere del valore del rapporto molare idrogeno- 
vapor d’acqua. 


TABELLA XXVIII. — 16 Giugno 1954. 
Catalizzatore: Fe 2 (Fe = 24%; Cr,03 = 2.4%) g 5.006 
t, = 402°; Kuosoo = 1.52; Nip = 0.01% 


n. ts Y Pu, Nase Nuvo NA, Py/P B a 


1 58.0 4.87 | 1.115 | 1.022 | 0.769 0.074 6 54654 | 0.4101 34418 
2 61.8 3.92 | 1.125 | 1.024 | 0.700 0.0747 | 131459 | 0.3490 | 289316 
3 67.8 2.78 | 1.102 | 1.027 | 0.860 0.0787 | 138834 | 0.2198 23 922 
4 | 73.9 1.92 | 1.089 | 1.031 | 0.927 0.0706 | 153100 | 0.2051 16 760 
5 58.0 4.87 | 1.138 | 1.022 | 0.7002 | 0.07736| 127953 | 0.4276 37175 


Il catalizzatore usato per le esperienze raccolte nella Tabella XXVIII, 
venne lasciato nella camera di reazione e subì una riduzione con flusso di idro- 
geno di circa 1.12 millimoli/s, saturo di vapor d’acqua a 28 °C, mantenendo 
la camera di reazione alla temperatura di — 500 °C per 90 minuti. 

Dopo questo trattamento si fece una esperienza del tutto analoga a quella 
descritta precedentemente (Tabella XXVIII) mantenendo la camera di reazoine 
alla temperatura di 500 °C circa. 
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I dati di queste esperienze sono raccolti nella Tabella XXIX. 


TABELLA XXIX. — 21 Giugno 1954 
Catalizzatore usato: Fe-2 (Fe = 24%; Cr,03 = 2.4%) ¢ 5.006 
t, = 496 °C; Nip = 0.01%; Kise eg = 1.39 


. mn. | ¢,°0.1 °C y Pu, Nino Nun Py/P° B a 

be | 3 ee | 

Leno S:00 14.95.) 1.120, 1.065. | 2051766) 1° 161760: > 0.99 | > 656440 
ico 62.05 | 3.93 | 1.125 | 1.069 | 0.1795 | 169590 0.8549 284572 
| 3 67.95 | 2.82 | 1.125 | 1.070 | 0.2490 | 181700 0.9527 | 452 615 


Con lo stesso catalizzatore mantenuto in camera di reazione fu compiuta 
un’altra serie di esperienze tenendo costanti la temperatura di saturazione e 
il flusso di idrogeno, variando invece la temperatura di reazione nell’inter- 
vallo compreso fra 496 e 277 °C. 

I risultati di queste esperienze sono raccolti nella Tabella XXX. 


TABELLA XXX. — 22-25 Giugno 1954. 
Catalizzatore: Fe-2 (Fe = 24%; Cr.0;3 = 2.4%) g 5.006 
t, = 67.0 °C; Nip = 0.01%; Nepo = 1.000% 


; 
n | t, °C K Y da, | NSha NS PIP. | B | a 
i | | 
| 1| 496 | 1.39 | 2.98 | 1.092 | 0.311 | 0.240 61393 | >0.9900 | > 545000 
| 2| 470-| 1.422 | 2.975 | 1.084 | 0.335 |0.233 161767 | 0.9947 451900 
| 3| 449 | 1.45 | 2.965 | 1.101 | 0.348 | 0.232 155314 | 0.9947 | 424450 | 
| 4| 425 | 1.482 | 2.955 | 1.090 | 0.399 | 0.2168 | 144478| ‘0.9316 197 350 | 
5 | 402 | 1.52 | 2.931 | 1.096 | 0.4796 | 0.185 136723 | 0.7912 | 106350 
Bi s00 | 1620.) 2.93) 1.184 190.523 (‘40.174 137836 | 0.7536 | 95635 
7 365 | 1.576 | 2.924 | 1.101 | 0.707 | 0.121 122 997 0.5050 40 800 
| 8 339 | 1.62 | 2.916 | 1.101 | 0.8172 | 0.08825| 113473 | 0.3590 22875 
| 9| 305 | 1.683 | 2.895 | 1.084 | 0.925 |0.05434| 100383 | 0.2051 9 850 
10| 277 | 1.749 | 2.915 | 1.092 | 0.9725 | 0.02086| 90943 | 0.0513 1910 


Alla fine di queste esperienze si trattò di nuovo il catalizzatore con un 
flusso di idrogeno (— 1,5 millimoli/s) saturo di vapor d’acqua a circa 29 °0, 
mantenendo la camera di reazione a circa 500 °C. Il trattamento durò circa 
due ore. 

Dopo questo trattamento si effettuò una nuova serie di esperienze per 
controllare se con la riduzione effettuata l’attività del catalizzatore era tornata 
ai valori iniziali. 

I dati delle esperienze sono raccolti nella Tabella XXXI. 
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TABELLA XXXI. — 28 Giugno 1954. 
Catalizzatore usato: Fe-2 (Fe = 24%; Cr,0, = 2.4%) £ 5.006 
tz = (674-0.1) °C; Nino = 1.0056%; N&p = 0.01% 


pa | 

n. t, °C Y Pr, Nap K ®/yP B a ) 

1 496 2.958 1.120 0.236 0 1.39 179 702 0.9909 720280 | 

2 452 2.945 1.113 0.231 8 1.442 159 390 0.9818 539 854 | 

3 399 2.921 1.120 0.166 0 152 | 139083 0.6995 139700 | 
* ok ak 


Nel compimento di tutto il lavoro sperimentale qui riportato è stata di 
particolare ausilio l’opera del sig. R. ZAVATTARELLI e del sig. A. ERA, ai quali 
gli autori rivolgono il loro ringraziamento. 


APPENDICE 


Grandezze fondamentali riguardanti le esperienze. 


1. Rapporto molare idrogeno/vapore d’acqua — (4). — La pressione totale di 
una miscela gassosa ideale di due componenti, è data per la legge di Dalton, da 


(46) p= PI + PNz = Pi + Pr) 
dove n, ed n, p, € P, sono rispettivamente le frazioni molari dei due compo- 
nenti e le loro pressioni parziali nella fase gassosa. 

Quando nella fase liquida la frazione molare del componente 1 è N,, per 
la legge di Raoult la sua pressione parziale p, nel vapore risulta 


(47) Pi=IHIN,, 


in cui //, è la tensione di vapore del componente 1. 
Analogamente, per il componente 2, si ha: 


(48) Po — ITN, . 
Per le (46), (47) e (48) si può scrivere quindi 


(49) pn, =ILN,, 
(49) Di = JISN Gg. 
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Se il sistema è costituito, come nel nostro caso, da idrogeno e vapor d’acqua, 
in presenza di acqua liquida ad una certa temperatura e pressione, conside- 
rando i primi due come gas perfetti, la (49) risulta 


(50) PNy,o = Ils,oNu,o . 
D'altra parte nella fase liquida è praticamente presente solo l’acqua, poichè, 
nelle nostre condizioni di temperatura e pressione, l’idrogeno è in essa pochis- 


simo solubile, perciò praticamente è 


Nu,0 =1 


‘e dalla (50) si ha 


(51) Mero Ty,0/P . 
Riscrivendo la (46) nel caso della miscela idrogeno-vapore saturo, essa è 
(52) P = PNy,o + Ply, 


e sostituendo in questa la (51) si ottiene 


(53) P = Yo + Px, 5 
da cui 
(54) te (p Tta,0)/P . 


Dividendo quest’ultima per la (51) si ottiene infine 


(55) y= Ny,/N,0 = (pi 74,0) [7,0 . 


In realtà la legge delle pressioni parziali non sarebbe rigorosamente appli- 
‘cabile al miscuglio gassoso idrogeno-vapor d’acqua, che non è ideale, però la 
deviazione, che è dovuta al vapor d’acqua, nel nostro caso è di circa 1%. 

Si commette inoltre un errore trascurabile usando come valore della ten- 
sione di vapore della soluzione, che contiene di solito dall’1 al 2% di acqua 
pesante in acqua leggera, quello dell’acqua naturale, 74,0, alla stessa tem- 
peratura. 3 

Se si tiene conto della correzione dovuta alla non idealità del misuglio 
idrogeno-vapor d’acqua, la y è data da 


(56) Y = Pù.ol(P — Xn,0) 5 


dove prio è la pressione parziale del vapor d’acqua nel miscuglio alla tempe- 
ratura di saturazione, ed è uguale alla tensione di vapore dell’acqua (77,0 che 
‘si ottiene dalle tabelle) moltiplicata per il fattore 1.011. 


2. Flusso dell'idrogeno pu, (in millimoli/secondo). — Nelle prime esperienze 
‘è stato usato idrogeno prodotto da una cella elettrolitica contenente una solu- 
zione di potassa. In queste esperienze una volta fissato il valore medio del- 
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l’intensità di corrente si calcola agevolmente il flusso di idrogeno usato nella 
esperiemza. 

Poichè occorrono 2:96500 coulomb per separare una mole di idrogeno, il 
flusso in millimoli al secondo risulta: 


il 


57 oi nea PARE 
(57) Puy 2-96.5 IXx5.18-10- millimoli/secondo , 


dove I è l'intensità di corrente in ampére. 

Nelle esperienze successive l’idrogeno veniva fornito da una bombola e se: 
ne misurava il flusso con un flussimetro a capillare di vetro con manometro 
differenziale a glicerina, tarato con flussimetro a spostamento di liquido. 


3. Concentrazione in deuterio (*) del vapore prima della reazione (Nîno). — 
Una esperienza consta di solito di un gruppo di punti che vengono rilevati 
di seguito generalmente con la stessa soluzione di acqua pesante nel saturatore: 
che non funziona a volume costante. 

Però la concentrazione isotopica di questa soluzione varia in continuazione: 
durante le esperienze a causa dell’arricchimento isotopico provocato nel liquido: 
dal processo di evaporazione. 

Conoscendo i valori sperimentali della concentrazione all’inizio ed alla fine 
di ogni gruppo di punti (il eui numero è determinato solo dalla capacità del 
saturatore in base alla durata dell’esperienza) si ammette che il processo di 
arricchimento del liquido avvenga con la legge carattéristica dei processi a 
riduzione di volume, con concentrazioni iniziali e finali molto vicine fra loro. 

Tale legge è espressa dalla seguente relazione: 


ONGGANA AL 
volo 


(58) nz 


in cui N, è la concentrazione iniziale della miscela di volume iniziale Vo, 
N quella della miscela con volume finale V. Si può ricavare allora il fattore 
di separazione q che ammettiamo costante per il gruppo di punti considerati 
e che lega fra lore le concentrazioni ed i volumi della miscela. 

Conoscendo il numero di moli di idrogeno passate e quindi quello del vapore: 
della miscela di cui l’idrogeno si satura secondo il rapporto molare y, si rica- 
vano i volumi di miscela presente nel saturatore alla fine di ogni punto, e, 
noto il fattore di separazione e la concentrazione iniziale, sempre mediante: 
la formula (58) si può ricavare la concentrazione corrispondente. Calcolando 
ora la concentrazione al tempo medio di ogni punto e dividendola per il fat- 
tore di separazione del processo si ottiene la concentrazione media del vapore: 
che viene immesso con l’idrogeno nella camera di reazione. 


(*) Si intendono le concentrazioni in deuterio sempre espresse in frazioni molari 
di deuterio (D,) nell’idrogeno (D,+H,) oppure di acqua pesante (D,0) nell’acqua. 
(D,0+H,0) anche ove siano indicate le formule delle specie molecolari HD o HDO. 
Se è indicato inoltre il percento (%) tali frazioni molari si intendono riferite a 100 moli 
totali. 
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Nel fare questi calcoli si tiene conto del fatto che ci troviamo nel campo: 
delle basse concentrazioni e pertanto si ammette che gli unici componenti della 
fase liquida e del vapore siano le specie molecolari HDO e H,O. 


4. Concentrazione in deuterio del vapore dopo la reazione (Nupo). — Il valore 
della concentrazione in deuterio del vapore dopo la reazione è fornito diret- 
tamente dalla misura di concentrazione isotopica eseguita sul campione pre- 
levato condensando il vapore per la durata di ciascun punto. 


5. Concentrazioni in deuterio dell'idrogeno prime della reazione (Nip). — 
L’idrogeno ottenuto elettrolizzando una soluzione di potassa caustica in acqua 
naturale, si può ritenere praticamente privo di deuterio. 

Se l’idrogeno invece proviene da una bombola, la sua concentrazione in 
deuterio si fissa uguale a quella dell’acqua pesante nell’acqua naturale, cioè 
circa 0.015% (molto spesso si è dato per questa concentrazione anche il va- 


lore 0.01%) in seguito a qualche misura. 


6. Concentrazione in deuterio dell'idrogeno dopo la reazione (Nup). — Il valore 
della concentrazione in deuterio dell’idrogeno dopo la reazione è fornito diret- 
tamente dalla misura della concentrazione isotopica eseguita sul campione 
prelevato condensando il vapore d’acqua formato nella combustione dell’idro- 
geno dopo la reazione. 

In alcuni casi questa concentrazione è stata ricavata teoricamente dal. 
bilancio isotopico. Tale bilancio può scriversi come segue: 


(59) Napo + yN ip = Nupo + YN up , 
da cui 

NES UNE 
(60) NE HDO Y ne HDO 


dove i simboli hanno il significato consueto. 


7. Flusso gassoso per unità di peso di catalizzatore (em? di miscela/g cataliz- 
zatore-t). — Il termine y,/P che compare nelle (44), (45) è dato dalla seguente 
relazione: 


i ing ae 


Pv 


3600, 


dove V,, è il volume molare occupato dalla mole alla temperatura e pressione: 
di reazione, espresso in centimetri cubi, P è il peso di catalizzatore usato 
espresso in grammi. 

Nelle tabelle riguardanti i calcoli eseguiti nelle esperienze di scambio» 
abbiamo riportato il termine 7,/P che è dato dalla espressione seguente: 


SII 


Pe 
(62) P Tr vf 


dove T è la temperatura di reazione (°K) e 7, = 273 °K. 
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8. Frazione di equilibrio raggiunta, — Come già visto nella (43) f esprime 
la frazione di equilibrio raggiunta dalla reazione, e risulta 


Nin TI Nip 
63 ES NE ee IE 
( ) B ee, Pani Ipod “ 


dove Nn è la concentrazione in deuterio all’equilibrio. 
Nel caso delle basse concentrazioni in deuterio, per la (34) la (63) può 
‘essere scritta: 


NS oe 
(64) BEES Hi RIOT ees 3 
PE VS 


Per le esperienze in cui l’idrogeno veniva fornito dalla cella elettrolitica 
il valore di Nim è trascurabile di fronte a Nup e a Niipo; quindi la (11) diviene 


Nup 
(65) p= yh) 


HDO 


9. Attività. — L’espressione (45) è quella usata per il calcolo dell attivita 
-del catalizzatore. Nella tabella è stato usato il simbolo a, in luogo di a’ 
e quindi per la (62), la (45) può essere scritta 


V api 
P(K+y)pa 1-B° 


(66) Gi 


Si ricorda che le dimensioni di a sono litri/atm-h-kg, oppure cm*/atm-h-g. 


Elenco dei simboli. 


a Concentrazione del vapore nella miscela gassosa H,-H,0 — moli/unita 
di volume 

a attività del catalizzatore — litri/atm-h-kg 

Up attività del catalizzatore riferita all’unità di peso, per la reazione 


HD +H,0 = HDO + H, 
attività del catalizzatore riferita all’unità di peso, per la reazione 


d, 
HDO + H, = HD + H,0 

b concentrazione dell’idrogeno nella fase gassosa H,—H,O — moli/unita 
di volume 

k costante cinetica della reazione HD + H,O + HDO + H, 

k' costante cinetica della reazione H, + HDO + HD + H,0 

K costante di equilibrio di reazione 

Nup frazione molare dell’idrogeno deuterato nell’idrogeno 

AD frazione molare dell’idrogeno deuterato nell’idrogeno prima della rea- 


zione di scambio 
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frazione molare dell’idrogeno deuterato nell’idrogeno, nelle condizioni 
di equilibrio della reazione di scambio 

frazione molare dell’acqua deuterata nell’acqua 

frazione molare dell’acqua deuterata nell’acqua prima della reazione 
di scambio 

frazione molare dell’acqua deuterata nell’acqua nelle condizioni di 
equilibrio della reazione di scambio 

pressione totale della miscela gassosa H,—H,O 

pressione parziale del vapor d’acqua nella miscela gassosa H,—H,O 
in atmosfere 

pressione parziale dell’idrogeno nella miscela gassosa H.—H,O in atmo- 
sfere 

peso del catalizzatore 

peso specifico apparente del catalizzatore, 

fattore di separazione del deuterio 

tempo 

temperatura di reazione °C 

temperatura di saturazione °C 

temperatura assoluta di reazione 

273.15 °K 

volume apparente di catalizzatore i 
volume molare della miscela nelle condizioni di temperatura e pres- 
sione della camera di reazione 

volume molare della miscela a 0 °C e 760 mm Hg 

concentrazione del componente HDO in moli/unita di volume 
concentrazione iniziale del componente HDO in molifunità di volume 
concentrazione del componente HDO all’equilibrio in molifunità di 
volume 

rapporto molare idrogeno-vapor d’acqua 

concentrazione del componente HD in molifunità di volume 
concentrazione iniziale del componente HD in molifunità di volume 
concentrazione del componente HD all’equilibrio, in molifunità di 
volume ; 

frazione dell’equilibrio raggiunta 

flusso molare del vapor d’acqua in millimoli/secondo 


Vis Pu, flusso molare dell’idrogeno in millimoli/secondo 
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flusso molare della miscela gassosa H,—H,O in millimoli/secondo 
flusso volumico della miscela gassosa H,—H,O nelle condizioni di tem- 
peratura e pressione della camera di reazione — cm'fh 


= (p.[P\(T/T). 
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Introduction. 


Classification is an inherently classical concept which is, at the same time, 
essential in certain aspects of a quantum mechanical description of nature. Thus, 
the concept of a state finds application in both classical and quantum physics 
and in both is the conceptual machinery the same: the state of a physical 
system is determined by the values which may be ascribed to the variables 
upon which the system may be said to depend. Specification of the state of 
a physical system specifies the values, or ranges of values, of these variables 
and vice versa. Clearly, this specification amounts simply to a classification 
of the values assumed by the variables into certain sets or classes to which 
is attributed the label of state. 

It is when physical significance is to be attached to the result of a classi- 
fication (e.g., the state in the previous illustration) that differences may appear, 
according to whether a classical or a quantum description is applied to the 
system. But these differences stem from differences in the measurement process — 
which is tacitly involved as a necessary epistemological adjunet in each case. 


(*) Supported, in part, by the Office of Naval Research. 
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In this manner, the (physically significant) classification procedures may be 
regarded as being restricted by the nature of the measurement process to be 
applied to a system. Conversely, the logical character of classification, per se, 
imposes restrictions upon the measurements which will be made. To illustrate, 
a classification which requires a (simultaneous) knowledge of the values of 
conjugate variables may be considered for classically describable systems, 
while for quantum-mechanically describable systems such a classification 
would be meaningless. On the other hand, the simultaneous application of 
more than one classification to a physical system requires that the variables 
whose values form the basis of each classification shall be simultaneously 
measurable; such a restriction becomes extremely important in quantum- 
mechanical systems and is altogether trivial in classical systems. 

For classically describable systems Boolean algebra, the algebra of classes, 
furnishes the logical machinery needed for a physically significant classifi- 
cation of physical systems (!). Because of its fundamental character as re- 
lated to certain logical properties of statements, it seems reasonable to con- 
jecture that there exists an analogue for quantum-mechanically deseribable 
systems. Indeed, the basic assumption of this paper will be that for quantum 
systems the so-called elements of Boolean algebra need only be replaced by 
operator elements which must satisfy, as well as the axioms of Boolean algebra, 
the restrictions of a quantum mechanical nature. 

Many of the results obtained here by virtue of this assumption are relati- 
vely well-known. However, the manner in which they are obtained has certain 
novel aspects and implications. 

In Sect. 1, a set of axioms defining a Boolean algebra is listed. In Sect. 2, 
the physical interpretation to be accorded the idempotent elements of a Boolean 
algebra, here termed classification operators, is discussed in terms of the process 
of measurement; in terms of a conventional definition of probability, these 
operators are necessarily hermitian if probabilities are not to exceed unity. 
The notion of class-averages of a variable is considered in this section, cor- 
responding to the expectation value of the variable which is obtained after 
a previous classification measurement upon the system has been made; it is 
shown that the expectation value of an arbitrary variable may, in a least- 
squares sense, be represented as a weighted sum over class-averages of the 
variable. 

Sect. 3 deals with conversion operators, which refer to appropriately normalized 
nil-potent operators arising from the representation of a general (non-hermitian) 
classification operator in terms of its hermitian and non-hermitian parts. The 


(1) See, for example, G. Brrkuorr and J. von NEUMANN: Annals of Mathematics, 
37,823 (1936); for a brief discussion of Boolean algebra see G. BrrxHore and S. MACLANE: 
A Survey of Modern Algebra (New York, 1944), Chap. XI. 
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conversion operators are identified with measurement processes which are 
incapable of literal reproducibility of measured results, the system having 
been altered in an essential way as a result of such processes. The existence 
ot conversion operators leads to the situation that—except under circum- 
stances so restrictive as to be violated by physical systems—any complete 
description of a physical system in terms of an intended classification is im- 
possible. 

The measurement features of conversion operators are discussed in Sect. 4. 

In Sect. 5, the incompleteness considered in Sect. 3 is illustrated by the 
formal construction ot variables which are incompatible with those originally 
intended to provide the basis for a complete characterization of a physical 
system. There is constructed for a certain single variable a « conjugate » vari- 
able which satisfies the Heisenberg commutation relation; for still another 
variable, there are constructed two new variables which anti-commute with 
the original variable and with each other. The characterization of the related 
conversion operators is effected in a simple manner through these variables. 


1. — Boolean algebra of classification operators. 


A classification operator will be defined as an element of a Boolean algebra. 
Certain of its properties pertinent to the present discussion follow. Let 
a, Bs y, ete., be classification operators, then 


(515) CORAL 
(1.2) op =fa, etc., 
(1.3) a(By) = (aB)y = aBy, ete. 


It is also assumed that there exists for each classification operator a 
complementary classification operator which is related to the former as follows: 
if a set of prescribed ranges of values for the variables of a physical system 
corresponds to a certain classification, the complement of this classification 
is accorded the system when the variables assume values outside of the pre- 
scribed ranges. The complement of « will be designated as «’ and it will be 
assumed that 


(1.4) (a) == os 
The algebra is assumed to contain a null element, 0, and an identity ele- 
ment, I, satisfying 


(1.5) 0x =0, ete., È 


bet 


Bee cal MI = A 
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(1.6) lenaiteto:, 
(1.7) VT, 
(1.8) aa’ =O, ete. 


In addition, the algebra is assumed to have a binary operation of wnion, 
which may be designated as +, defined through the relation 
(1.9) a+ B = (a'B')',. ete. 
In combination, the binary operation of multiplication (designated simply 
by juxtaposition) and the binary operation of union are assumed to satisfy 
a distributive law: 


(1.10) a(B +y) =o8 + ay, ete. 

For the present purpose, Eqs. (1.1)—(1.10) constitute an adequate list of axioms 
from which other properties of the algebra may be derived. It is readily 
demonstrated, for instance, that each function of a set of classification ope- 
rators which involves the binary operations which have been introduced will 
satisfy Eqs. (1.1)-(1.10) and is therefore a classification operator. 

Such functions are termed Boolean functions or Boolean polynomials. A 
convenient canonical form for such functions is in terms of so-called minimal 
elements. These may be defined as follows: a non-null element x of a Boolean 
algebra is termed minimal if, for any element ¢ of the algebra, the relation 


(1.11 a) Cu = 6 
implies that either 

(1.11 d) j= 0 
or 

(1.11 e) EZIO TR 


Minimal elements thus have the property that, for any arbitrary element « 
of the algebra 


(1.12) pa = 0 or bes 


Hence, distinct minimal elements are disjoint or orthogonal, 


| Bip =O, 


(1.13) 


= Mis 
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Furthermore, the set of all minimal elements, 1, >; ..., #y of the algebra 
satisfies a completeness relation: 


(1.4) fy + fy + + pg = I. 


As a consequence of these properties, it can be shown that any arbitrary 
classification operator of the algebra can be expressed uniquely as solely the 
union of minimal elements of the algebra. For this reason, the minimal ele- 
ments may be said to generate the Boolean algebra. As a practical matter, 
the minimal elements can be simply constructed from the original elements 
of the algebra and their complements. Each minimal element consists of a 
polynomial expression in which each element or its complement appears (but 
not both) and in which only the binary operation of multiplication is em- 
ployed (?). 


2. — Classification operators, measurement and observables. 


For purposes of a formal discussion, classification operators assume an 
essential role in dealing with observations and measurements made upon 
physical systems. 

To see how this comes about, it is necessary to define the operands which 
are operated upon by the classification operators. It will be assumed that 
the classification operators are linear operators which are to be applied to a 
wave function of the physical system. By this means, application of a clas- 
sification operator has the effect of selecting that portion of a wave function 
which is capable of yielding prescribed information about the system. If the 
prescribed information consists of certain ranges of values for certain variables 
of the physical system, then the classification operator has the effect of yielding 
a new wave function which will yield, in turn, the prescribed ranges when 
the variables are measured (*). This process is a generalization of the « col- 
lapse » of the wave function upon observation (*). 

With such an interpretation to be ascribed to a classification operator, 


(2) See, for example, ref. (+), pp. 320-323. 

(*) This will be the case provided no further changes occur in the pari: following 
the act of selection. To eliminate, at this point, considerations of a dynamical cha- 
racter it may be supposed that measurements following the original selection process 
are capable of being made instantaneously and instantly succeeding the original process. 
See, however, J. von NEUMANN, ref. (8), pp. 187 ff. These classification measurements 
correspond to the measurements of the first kind discussed by W. PauLI: Handbuch 
der Physik, 24, 152 ff. (1933). Pauli’s measurements of the second kind are considered 
in Sect. 3. 

(4) See, for example, E. C. KEMBLE: Fundamental Principles of Quantum Mechanics 
(New York, 1937), p. 327. 
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eq. (1.1) symbolizes the «law of simple observation » (5). For disjoint, or 
orthogonal, classification operators (corresponding, say, to disjoint ranges of 
the values of specified variables) the binary operation of union may be taken 
to be ordinary addition. With this interpretation, eqs. (1.13) and (1.14) sym- 
bolize the «laws of complex observation » (9). The meaning to be attached 
to the product of classification operators is the conventional one of successive 
application (*). Then, in terms of elements which may correspond to different 
variables associated with the classification operators, eqs. (1.2) and (1.3) sym- 
bolize the «laws of compatible observations » (7). 

The classification operators, when regarded as depending upon any number 
of the variables of a physical system (the precise number and manner of de- 
pendence involving the nature of the classification being considered), cor- 
respond to the properties of the physical system introduced by von NEU- 
MANN (8). The physical interpretation then to be attached to multiplication 
of two or more such operators is that of selecting that portion of a wave function 
associated with a simultaneous possession of the properties represented by 
the operators. The addition of two or more such operators lends itself simply 
to physical interpretation only when the properties involved are mutually 
exclusive. Then, addition amounts to a selection of all of those portions of 
the wave function which correspond to the various properties represented by 
the operators. 

Associated with the several properties of a system are the values to be 
obtained from measurements of variables other than those which may be 
employed in its classification. These measurements may be thought of as 
being made subsequent to the classification process. For that reason, the 
expectation value for a measurement of a variable whose operator will be 
designated as F, made upon a system which has been subjected to a classi- 
fication of some sort will be taken as (the class average) (°) 


_ Suy|Fluy) _ <w]u'Fu|w) 
«up | pw) Sp|u'w|w) ? 


(2.1) E,(F) 


(5) See, for example, G. TEMPLE: The General Principles of Quantum Theory 
(London, 1951), p. 25. 

(5) Ref. (5), p. 26. 

(7) Ref. (°), pp. 26-28. 

(8) See, for example, J. von NEUMANN: Mathematische Grundlagen der Quanten- 
mechanik (New York, 1943), p. 130 ff; see, also, the English Translation by R. T. BEYER 
(Princeton, 1955), p. 247 ff. See, also, G. LupwiG: Die Grundlagen der Quantenmechanik 
(Berlin, 1954), p. 56 ff. One may note here one difference between the classification 
operators and the properties of von Neumann. The latter are assumed to be hermitian, 
while the former have no such restriction to this point. Subsequent arguments of a 
probability character impose this restriction, however. 

(9) The bracket notation follows P. A. M. Dirac: The Principles of Quantum Me- 
chanies (Oxford, 1947), p. 18 ff. 
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where y is a wave function of the system satisfying Schrédinger’s time-de- 
pendent equation, and ue is the adjoint of w. 

The interpretation which one might be inclined to accord the quantity 
<y|utu|y> is that of being the relative probability of classifying as indicated 
a system which has a wave function y. In view of the characteristics of phy- 
sical classification it appears essential that, for a g which is normalized to 
unity (1°), yet arbitrary otherwise, 


(2.2) p|u'u|p) <1 


As shown in Appendix A, however, this can be assured if and only if 4 is her- 
mitian. Thus, physical systems may be regarded as characterized by a single 
Boolean algebra of classification operators, the adjoint MESIA so to speak, 
being identical with the original. 

Now, this result has the important consequence of making necessary the 
representation of real physical variables by hermitian operators. To see this, 
consider that a particular process of classification entails the information that 
the ranges of values of the pertinent variables are prescribed. If the values 
are to be real then the ranges of values are to be taken as a real function of 
these values, say £, corresponding to 7,. Then all values of the pertinent 
variables are included in the expression (1!) 


M 
(2.3) R — D> Ryu, , 


k=1 


where the 7, replace the u, of Sect. 1; the expectation value of R following 
a classification process x; is, according to eq. (2.1), the expected result 


(2.4) E, (R) = R;. 


Inasmuch as the R, are real and the 7, are necessarily hermitian, R is ne- 
cessarily hermitian. When the variables have only discrete values possible 
the A, simply correspond to these values. 

A further important consequence of this restriction is that, for variables 
which are compatible with the classification measurement (i.e. commute) the 
expectation value is a weighted average of the minimal class-averages. Since, 


(1°) For simplicity, only normalizable wave functions will be considered here; when 
such is not the case suitable modification of the argument may be effected without 
substantial modification of the conclusions. 

(11) See, for example, ref. (°), p. 34. 


: 
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for Gu; = 1;G, all a, 
M 

(2.5) G=Ya,Ga, 
i=1 


i= 


| E(G)= <p|G|w) = > <p|a.Ga;| p> 


t=1 


(2.6) Mu 
| = > <vitly> E,(G), 

where y is assumed to be normalized to unity, but is otherwise arbitrary. 
The commutation condition may easily be shown to be necessary for the va- 
lidity of eq. (2.6). However, even for variables which are incompatible with 
the classification measurements, eq. (2.6) has some significance. 

To examine this, consider a general variable F which does not commute 
with any x; and try to approximate F in the form of eq. (2.5), i.e., take 


M 
(2.7) F=Yaan;Fa,, 


i=1 


with the a; as constants. In order to set up some criterion which will gauge 
the adequacy of this approximation consider a least-squares type of criterion 
in fact, consider 


M 
(2.8) Ò do ara = 0, 


subject to arbitrary variations of the a;. This condition leads to the requi- 
rement that each a; is unity. Thus, in the least-squares sense considered, 
the sum of the z-class operators of any variable F (terms of the form x;Fa,;) (") 
constitutes a «best» approximation to the variable, and eq. (2.6) may then 
be utilized with this restriction in mind for any variable. 

When an ensemble of systems is under consideration, rather than a single 
system, the previous results must be modified. The expectation value for a 
variable F is given simply by 


geek) 


2.9) IL 


’ 


where p is the statistical, or density, operator introduced by VON NEUMANN (?*). 


(12) These terms simply correspond to variables which presumably would be mea- 
sured immediately following the indicated classification measurement. They are the 
same as those discussed by G. Lupwice: ref. (8), p. 56 ff. 

(22) Ret.:(*)5 piGl57. 
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For a Boolean algebra of minimal elements which commute either with the 
statistical operator or the variable G, one can obtain 


RPA ead Poe led ea 
Tre Tre 
Tr {> (sc197:)G \ = 
= Tr p = 2 KG, mi), 
where 
Tr {(z,e7,)G} 

. 1) £ = 

(2.11) CG, 7; Tr (rpm) 


a sort of ensemble-class expectation value. When the classification measure- 
ments are incompatible with the measurements of either the density of the 
variable, eq. (2.10) may be used with the understanding that either the density 
or the variable have been approximated by an expression like eq. (2.7) in the 
lest-squares sense already considered. 

One final question concludes this section: are the minimal class-averages 
physically meaningful? The answer to this question hinges upon what be 
meant by an observable. For the present purposes an observable will be taken 
to be such a quantity of which all of the possible values (or specified ranges of values) 
are capable of being measured with indefinitely great precision, corresponding to 
expectation values which have zero dispersion. From the physical viewpoint, 
this would correspond to a literal reproducibility of the measured result. From 
the mathematical viewpoint, the classification operators satisfy this criterion 
and are to be regarded as observables. Thus, the wave function of a system 
may be taken arbitrarily as y; following a classification measurement, it be- 
comes ay. If now the expectation value of x is determined, one obtained 
unity; similarly for 7°. Hence, the dispersion 


È : »_ play)  f<cp|alayp>|? _ 
(2.13) E(x?) —{E(n)}}: = <a | p> ii ve 


A quantity such as the z-class operator xF is, clearly, also an observable 
according to the criterion stated. Since it commutes with x and is hermitian, 
it may evidently be brought into diagonal form in a representation which 
diagonalizes a. (The representation which diagonalizes the latter, however, 
is not unique). In such a representation both x and Fx are capable of 
being measured with zero dispersion. 


ey = 
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The non-null quantities 7,;F; (i#j), on the other hand, are not observables 
in the sense stated. For (z,Fz;)? is a null operator and thus the dispersion 
in a set of measured values will be zero if and only if all expectation values 
of the quantity x; Fx; are zero. This, in turn, would require it to be a null- 
‘operator which, manifestly, it is not (F not commuting with the z’s). Thus 
the possible values assumed by the quantity cannot all be measured with zero 
dispersion. While the quantities 7;Fx; are not observables, the non-null 
quantities (7,F2;--2;Fx;) presumably are, if no restrictions are placed upon 
the means by which they may be measured. If, however, only those measu- 
rements are allowed which immediately follow a minimal classification measu- 
rement, they can no longer be regarded as observables. For, if the wave func- 
tions of the system be restricted to ,w or a;p (y arbitrary) the expectation 
value is zero. On the other hand, the square of the quantity is (7,F2,Fx;+ 
+a;Fa;Fa;), which is certainly positive definite. 

It now can be seen that essence of the present section has been to focus 
attention upon the observable quantities associated with a physical system. 
‘These have been termed class-operators of the appropriate variables. When 
the variables considered commute with the classification measurements the 
results given are precise; however, they are also precise if the epistemology 
which is employed requires a minimal classification measurement to be made 
prior to any other kind. 


3. — Conversion operators and classification. 


As shown in Appendix A, a classification operator generally may be re. 
garded as consisting of an hermitian, idempotent operator (projection oper- 
ator) to which is added a non-hermitian, nil-potent operator. The former has 
been considered in the previous section. The latter is defined by eq. (A.3) 
of Appendix A, and can be seen to satisfy the equation 


(3.1) t = (I—a)tx. 


Inasmuch as this restriction is homogeneous in 7, the latter will not be charac- 
terized solely by eq. (3.1). As an operator, t operates only upon that portion 
‘of an operand which may be regarded as contained in 7; in so doing, however, 
it yields an operand which may be regarded as contained in the complement 
‘of a. In this manner, it may be regarded as an operator which acts upon the 
elements of the Boolean algebia. 

Now, no great loss of generality is entailed by considering only those 7 
(which satisfy eq. (3.1)) for which 7'7 is a projection operator. (A given 7 


550 8. GOLDEN 
may be so converted by an affine transformation.) Then, if 


taI—-t't)=0, 


(3.2) 
(1 7't)(cix)(I —2z't) =0, 

or 

[(f— t*z)e*][ (1 — t*z)r*}' = 0, 
whence 
(3.3) pista 
and 
(3.3) ttt = (tr). 


Thus, 7°7 is a projection operator if and only if tz* is one. Under these circum- 
stances, the nil-potent operators will be termed conversion-operators. 

Since earlier probability considerations restrict the choice of classification 
operators to those which are hermitian, one may well ask if any need exists. 
for dealing with conversion operators. Because they arise from an attempt 
to transcribe classical Boolean algebra into an operator language they have 
a genesis which is logical in character. However, their ultimate utility will 
rest upon their being accorded a significance which is physical. 

To that end, it may be recalled that processes of measurement which prec- 
lude any possibility of literal reproducibility (either through a choice of con- 
venience or necessity) are frequently employed in the classification of physical 
systems. These processes invariably result in a transformation of the system 
so that at the conclusion of their action the properties of the system ditler 
from those originally possessed by it. The classical determination of momentum 
with the aid of a ballistic pendulum illustrates the sort of process which is 
involved. The final state of the system is measured in a literally-reproducible 
way and permits one to conclude something about its initial state of motion. 
A succeding measurement which is concerned with a duplication of the previous. 
result, however, is not feasible with the same system in the state which has. 
resulted from the previous measurement (!4). Nevertheless, one employs the 


(1!) One may note that the measurement processes under consideration frequently 
possess the characteristic that the duration of the measurement process does not appear 
to exhibit a marked influence upon the measured result. Hence, if the process is of _ 
«long-enough » duration, the final state and, therefore, the conclusions regarding the 
initial state are unaltered (in time). These processes contrast markedly, as a result, 
with the classification measurements considered previously. They correspond to Pauli’s 
measurements of the second kind; see ref. (3). 


> "= — 
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classification of the final state to which the system has been converted to serve 
as a basis for classifying the initial state. In fact, for such systems, it is tacitly 
assumed that classification measurements for the initial state do have a con- 
ceptual existence in spite of the impossibility of their literal existence. 

The conversion operators furnish the conceptual counterpart of these measu- 
rement processes. 

Consider, now, a Boolean algebra of classification operators with minimal 
elements 7, ..., 2, each of which is associated with a conversion operator 7 
satisfying eqs. (3.1)-(3.3). Inasmuch as 


+ + + 
(3.4) Celle == Ty lite — Teles 
while for 7 +4, 


R t 
(3.5) une age 0 


tit; must be a minimal element of the algebra. Unless it is identical with x, 
it will be possible to construct a larger Boolean algebra (i.e. one possessing more 
elements) which contains the original one. In such a circumstance the ori- 
ginal algebra may be termed reducible. An irreducible Boolean algebra will 
be defined (!) as one for which there exist only conversion operators satisfying 
eqs. (3.1)-(3.3) and for which 


(3.6) Tit, HI 


Now, since tit, is a projection so is t,t’. However, there is no assurance 
that the latter is an element of the algebra. If not, the original algebra pre- 
sumably is incomplete in the sense that classifications other than those con- 
tained within the algebra are now possible. This, in fact, is to be expected, 
but some insight into the matter can be gotten from an examination of those 
irreducible Boolean algebras for which all ri, and 7,z! are elements. Such 
algebras will be termed complete-irreducible algebras. 

Inasmuch as commutation with each of the minimal elements of the algebra 
is both necessary and sufficient for a projection to be an element of the algebra, 
the form of the conversion operators associated with a complete-irreducible 
Boolean algebra is restricted. As shown in Appendix B, they are restricted 


(>) The pragmatic character of this definition may be noted. Provided the clas- 
sifications regarded as essential for an adequate description of a physical system do 
not require the utilization of a more detailed classification it is possible to consider 
a reducible Boolean algebra as an irreducible one. 
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to pair-wise minimal conversion operators of the form 
(3.7) Tiji = IjtTjilli y (iF I)» 


with rig, =, and tti, = x; 

Moreover, the complete set of minimal conversion operators for such am 
algebra contains no two with a common index (16). 

As a result of these considerations, one now obtains the following con- 
clusion: If there exist conversion operators, such that any single minimal element: 
of a Boolean algebra of classification operators can be associated with more than 
one of them, the algebra is necessarily incomplete (17). This latter feature has the: 
important consequence that a complete description of the relevant physical 
system in terms of the intended classification system is then impossible. 

To illustrate this conclusion, consider that there exists a set of minimal 
conversion operators T;;, T,;; ete., associated with the i-th minimal element. 
of an irreducible (but not complete) Boolean algebra. Clearly, it is possible. 
to construct a new set of conversion operators from this set 


(3.8) Imi fo Ni AmiTii 4 
iFi 


where the prime indicates a summation over all non-null 7;; and the a,; are 
the elements of a (non-identity) unitary matrix. Then 


| Emili Sc Umi , 
(3.9) (mi)? = 0, 
| i = Ii + 


(15) In structure, therefore, a complete-irreducible Boolean algebra of classification 
operators consists of sets of sub-algebras, each of which contains two minimal elements 
and is associated with a single conversion operator. The important distinction existing 
between such algebras having even numbers of elements and those having odd numbers 
of elements is to be noted: in the latter, one minimal element is to be regarded as 
«isolated », no conversion operator existing which, so to speak, connects it to another 
element of the algebra. The case of an algebra containing two minimal elements but, 
which is associated with two conversion operators is considered in Appendix C. 

(1) This result tacitly assumes that the algebra is finite. While the cases of infinite 
algebras have not been examined in detail, the proof does not appear to involve the 
number of elements of the algebra. It should be emphasized, however, that the stated 
result requires that the adjoint minimal conversion operator shall be excluded in the 
sense that its application to the elements of the algebra is regarded, for some reason, 
as meaningless. 
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On the other hand 


t 4 * ii 
(3.10) La = Imitmi = oa bmi bmn ji Tri 
i.kgi 


is a projection operator, as can readily be verified. However, it is not neces- 
sarily contained in the algebra. This can be seen from the fact that 


* L 
TP Ita = AmjAmktjiTri « 


This expression must vanish if P,, is contained within the algebra (i.e. com- 
mutes with the minimal elements); this would imply that 


Ami Ae tti, = 0, ik. 
Premultiplication by ti and postmultiplication by 7,; yields 
(3.11) dagalaniiz 0; PET 
In a similar manner, one can obtain for 7 = % the condition that 
(3.12) E e 2 OF. a LIS 


Thus, at most, one of the a,; can ditfer from zero, contrary to hypothesis. 
One may demonstrate that 


(3.13) DEDE 


where the prime indicates a summation only over those minimal elements: 
which appear in eq. (3.10). The set of newly constructed projections thus. 
spans a sub-algebra of the original one, the latter being disjoint to an element 
common to the new algebra and the old (7; in the case considered). Such ir- 
reducible Boolean algebras related through eqs. (3.8)-(3.10) will be referred 
to as unitary-equivalent irreducible Boolean algebras. It is easy to demonstrate, 
for such algebras, that 


(3.14) separi ie Pro BOG el ell Ann Las 
So that the unitary coefficients lend themselves readily to interpretation as. 


probability amplitudes. Eqs. (3.14) comprise the so-called «laws of trans- 
ition » of simple observation (18). 


(18) See, for example, ref. (5), p. 28. 


554 S. GOLDEN 


The final matter to be considered in this section concerns whether or not 
the quantities P,, are observables. Inasmuch as they are projections it is 
apparent that in an epistemological framework in which they form the basic 
elements they can be measured with zero dispersion. On the other hand, in 
terms of the original set of classifications, such might appear not to be the 
case. One might conclude that the P,, are not observables. However, inas- 
much as 


(3.15) Tn |FtnPmTn | in) = <Ttnw| Pm |TEnw) è 


for arbitrary y, one can regard the quantity being measured aS ,PmMn- 
From eq. (3.14) it is clear that the latter quantity can be measured with zero 
dispersion. One may conclude, therefore, that the 7-class operators of unitary 
equivalent classifications are observables, according to the criterion which 
has been adopted. 


4, — Conversion operators and measurement. 


Suppose a conversion measurement is applied to a system, following which 
it may be supposed that a measurement of the variable Y is carried out. The 
expectation value of this sequence of processes is, evidently, 


(4.1) <tup|Fltisyp> = <p|tiFts|y> , 


where y is normalized to unity, but is otherwise arbitrary; the 7,; is a minimal 
conversion operator. With the interpretation which has been given to the 
conversion operators, the immediate question which demands examination is: 
what is the relation between this expectation value and the quantity 
|aFa; | 

It is immediately evident that for 


TT; 5 F 
(4.2) p= PP i#j, 


<y|m;Fx;|y) vanishes, while eq. (4.1) need not. This result, of course, is an 
expected one. Yet, in some manner, one should expect that, if 7;; converts w 
to the result of a classification 7, (see eq. (3.7)), a result similar to <y|2,F2,| p> 
should be forth-coming. The difficulty at this point is related to the impos- 
sibility of carrying out the second measurement when the result of the first — 
is effectively a null measurement. À 
This difficulty may be obviated by considering the contribution made by 
all possible states of a system in terms of eq. (4.1). Then one has, for a com- 


e e n 
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or 
or 
or 


plete, orthonormal set {ym}, 


(cel 


(4.3) > CT ism | F| TijPm) ia DS Wm lebPu, | Wm» <# > CW 
m=0 m=0 


m=0 


n, Fx, | Wm? 9 


because of the properties of the Trace. In these terms, the previously con- 
sidered difficulty can be understood. Since the representation in which the 
z’s are diagonal is, in general, not unique, the effect of a conversion measu- 
rement t;; is to yield a wave function which is a member of a set which is 
degenerate in the classification property z, (in the present case). There is no 
reason to suppose that it corresponds generally to (z,y). As a result, there 
is no reason to expect that eq. (4.1) should be identical with <w|z;Fz;|w). 
On the other hand, when a summation is carried out over all states which are 
degenerate in the property z;, one may anticipate a result which is inde- 
pendent of representation. This is the effect described by eq. (4.3). 

When one considers an ensemble of systems for which the previously des- 
cribed measurement process applies, the expectation value is 


ioe] 


(4.4) > Pm | Q | Pri) KTisPmÒ | F| TiiPm ) = dr {tti F} ’ 


m=0 


where it has been supposed that, for purposes of construction, the complete, 
orthonormal set {Pm} diagonalizes the statistical operator p (here, assumed 
normalized to unity). This result, clearly, is not identical with that given in 
eq. (2.10). However, in view of the previous discussion, this is not unexpected. 

A clearer view of the significance of eq. (4.4) results from restricting F 
to be compatible with the classification measurements of a Boolean algebra 
which is unitary equivalent to the algebra associated with the minimal con- 
version operator under consideration. Then, regarding 


(4.5) F = 3 f(m)Pn + fia , 


where P,, is given by eq. (3.10), one obtains 


| Tas Ens Si D fm) | ann |? bors , n alte 
(4.6) m 
= f(t)7;, n =i. 
As a consequence 
(4.7) <p |ttjFtnj|y> = (y|anF2,|y> AyD. 
£ ni nj / n <p In| p> 


36 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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also 

(4.8) CplertFra lv) = <plenFa,|p) Pero, 
<p |p7tn! p> 

also 

(4.9) Tr {etn FT; } wir E RI 


Tr{p Tin} a 


Thus the two expectation values, in this instance, are simply related by a 
process of re-normalization. Presumably, this will be formally the relation 
between eqs. (2.10) and (4.4) regardless of F. 


5. — Characterization of conversion operators and « conjugate » variables. 


The minimal conversion operators have been treated in a previous sectien 
ina manner which permits one to generate unitary-equivalent Boolean algebras. 
Hach of these algebras, of course, may be regarded as associated with some 
variable (as constructed according to eq. (2.3)) which does not commute with 
the classification measurements of the original algebra. Because of the manner 
in which they have been constructed, no further characterization of these 
variables seems likely. However, the manner by which they have heen 
constructed is not the only one by which non-commuting variables may be 
obtained. In fact, the present section is concerned with illustrating the con- 
struction of certain variables from the minimal conversion operators in a 
manner originally used by Dirac (°) which can provide some insight into 
quantum-mechanical restrictions, as well as a characterization of the minimal 
conversion operator. 

Consider a Boolean algebra containing N minimal elements (2°) with an 
associated set of (non-null) minimal conversion operators t;;, 0 <i, 7 << N—1. 
These minimal conversion operators may, with no undue loss of generality, 
be supposed to satisfy eq. (5.7) as well as 


(5.1) Tijtin = Tir and Tre = ITk è 


From these operators may be constructed a generalized translation operator 


N-1 
(5.2) a og LOSE faa 3 0<n<N—T, 
i=0 


(2?) Ref..(*), p. 99 ff.; see, also, G. Lupwic: ref. (=), p. 110. 
(20) It is possible, of course, for the algebra to have more minimal elements, in 
which case the present considerations refer to a sub-algebra. 


ree AS Wee Le eg SF ANI ite 
[e a sine oe RR, CLASSIFICATION - I DO 


it being ta that the integers are measured mod (N). It now follows 
_ that 


N-1 N-1 N-1 


(5.3) Dida "a. > Timt;i dà Titans = > Titmtn;t = Scmtny ; 
i=0 j=0 _ . i=0 
and N 
A ‘N-1 7 N-1l N-1 aE 
Sin = Di Titmzi »> Titm;i = Di TitmziTitm;j r 
i=0 j=0 j=0 È 
(5.4) 
N-1 3 
== Dai = I a Sa , E 
i=0 


with a corresponding relation for SnSt. Moreover, 
(5.5) Sm = (8). 


Now, consider the commutator 


i N-1 
(5.6) GC8n — SnG = > {gli + m) — gli) isms: 
i=0 
| whereG is some variable which commutes with the classification measurements ss È È 
_ . of the original algebra, na 
bi. W-1 st) 
Ba. (5.7) G= glia 
; i=0 
| Examine, now, the restrictions which must be imposed upon G so that Ras 
_ (5.8) G8n — SnG = f(m)Sm ; 
with a 
2: fm) = gli +m) — gli), all i, 
| Setting i =0, Ba, 
i: f(m) = glm) — g(0) . ee 
Hence ai: È 
Me f(m +n) = f(m) + f(n) . ala 
Ae ° 
RE rom this relation, one sees for m < N that cana 
È N 
f(m) = mf(1) . a 7 
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But for finite N=m+ n, 


fim +n) = f(N) = f(0) = 0 = f(n) + f(N —™m), 
whence 
{(¥ —n) =—f(n) =— nfl). 


However, 


so that for n< N, it must follow that f(1) vanishes, whence in the case of 
finite N, G is simply a constant . 

For N infinite, one still retains eq. (5.9), but not eq. (5.10), so that f(1) 
need not vanish in such a case. Then it follows that 


(5.11) G=aYnx,+bI, 


n=0 


a, b, being arbitrary constants. (Note that a = f(1) in the previous equa: 
tions.) 
But now one obtains 


(5.12) (P — DTS mt, = MISI è 

so that 

(5.13) 2, Saige 05 p_q#m. 
Accordingly 


lx, Sh, a (I =a m) Ti Saltara n ma) Sin 
or for lm 
(5.14) 718m = TS mim . 
Now, for any fixed / it clearly is possible to find an m >! such that 2, 
becomes meaningless according to eq. (5.11). Presumably, meaning might be 


accorded these z’s by identifying them with null-operators. But then, since 
Sn is unitary (see eq. (5.4)), 


+ Y t 
TU} nti) of So > 507 ilo es Sin) = 


— 
DI 
a 
DI 

— 


Hence, for arbitrary g, using Schwartz’s inequality, 


| <p |: |p> <|@]7 ||| Stim 8 19) | 
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so that, for <p|z;|g) #0, 
(5.16) [<P | Snstizm Sn |P |>]Kg|m |p> |> 0. 
Hence SnTi—mSa cannot be a null-operator, nor can z,_,,, so that the a's 


must be unrestricted as to subscript (21), i.e., — o <nN< +00. 
Accordingly, instead of G, it is appropriate to consider 


+ co 
(5.17) = Snia 
n=—© 
which results in ‘ 
(5.18) QS, re S,,Q == MS m . 


From this it follows that 


e (1)mt! Je m! 
5.19 WGI TN Pad sh : mee Dee Sala 
>, m Q) >! n!(m—n)!" J 
f = m! | 
ta” ai A Sara a 
era) fe 
= ci (m—1)! 
= Pi dirt =) SE pica E 
2! ) 2A ) n! (m — 1 — n)! SÌ u 
tai (m —1)! 
— S, ae. 1 m—1 tak 1 ETÀ PIA e Seni f 
' DA >! ) n!(m—1—n)!" : 
Since 
Deli eg grey 
n=0 n! (m — n)! dle 
and 
In (1 x) = x (— DET HD È 
m=1 
and 


(1 a Tai => Di (— dra i 


(21) Clearly, if » is bounded, say 0<n<-+ co it is possible to relabel the classi- 
fication operators in some consistent manner that will satisfy this condition. Thus if 
one introduces m = (— 1)"(n/2), for n even, and m = (—1)"(n+1)/2 for » odd, with 
Tn > Am the required order can be realized. The requirement thus amounts to having 
a denumerably infinite set of labels. 
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one obtains 
(5.20) Q(In S,) — (In 8,)Q = I. 


Inasmuch as S, is a unitary operator, it evidently can be expressed as 
(5.21) S, = exp[iR], 


where R is an hermitian operator (and thus is an observable, as considered 
previously). Hence 


(5.22) RQ— QR =il, 


the well-known Heisenberg commutation relation (apart from a constant factor) 
for canonically conjugate variables. 

Inasmuch as the considerations of the present section have been made 
in a purely formal manner, questions of convergence have been disregarded. 
It must be assumed, therefore, that no essential difficulty arises with the 
introduction of an infinite Boolean algebra, which is necessary to obtain the 
commutation relation. It is to be noted, moreover, that eq. (5.22) depends 
upon eq. (5.4). If the physical situation is such as to render meaningless the 
inverse SÌ, only eq. (5.18) results. In that case, because of the semi-group 
character possessed by the S,,, one can conclude only that 


(5.23) Sii exp(tR'|:, 


where R’ is, in general, a non-hermitian operator (22). In any case the mi- 
nimal conversion operators can be expressed simply as 


‘ m 
(5.24) Tj+m;j == RA I; 


characterizing the relation between tliese operators and the translation ope- 
rators. : 

In summary, therefore, it may be concluded that if, and only if, there 
exists a real physical variable which possesses a denumerable infinity of pre- 
cisely measurable values and there exists the physical counterpart of a unitary 
translation operator which can act upon this variable, then it is possible to 
construct a new physical variable which satisfies a Heisenberg commutation 
relation (23). 


(22) When R' is hermitian, one readily verifies that ST exists.’ 

(23) The sufficiency condition is easily obtained by a proof which essentially reverses 
the argument which has been used, but will not be given. It may be noted that « den- 
seness » of the values of the original variable is not required but is presumably not 
precluded. Moreover, for two such variables contained, so to speak, in the original 
algebra and which therefore commute, the construction of the translation operators 
implies that the respective conjugate variables must commute with each other. 


att aa ea 73 * sex 
Coy ee 
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The construction of still other variables which do not commute with the 
classification measurements of a given algebra is possible. However, only one 
more illustration will be considered here. For that purpose, using eqs. (5.1)—(5.7), 


N-1 
(5.25) GSn — (- 1)"SnG = X{gli + m) — (— 1)"g (i) isms: - 
i=0 


Examine now, the restrictions implied when the right side of this equations 
is required to vanish. Then, clearly, since the 7°s are not null operators 


go +m) — (— 1)"9(t) = 0., 


or 

(5.26) g(n) = (— 1)"9(0) . 
Now, since 

(5.27) g(N) = g(0) = (—1)%g(0) . 


it follows that N must be an even number. Moreover, G may have only two 
possible (precisely measurable) values: + g(0). Accordingly, there can be no 
more than two distinguishable classifications (based upon the values of the 
variable) so that in this case 
(5.28) G = g(0){a —7,}. 
But then, by eq. (5.3), 

Sta! Se= da 


(5.29) Senta = Si = Toi + Tio - 
Thus eq. (5.25) becomes (taking G = g(0)X) 
(5.30) XS,+S5,X =0, 


where it is readily verified that S, is hermitian and, thus, an observable (**). — 
Clearly, one can construct the unitary operator (also hermitian) 


(5.31) Ty = UTo1 — To) 
which then satisfies 


(5.32) YT Tx = 0 and STITS=0. 


(2!) The proof depends upon ti = th, readily obtained from eq. (5.1). 
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Eqs. (5.30) and (5.32) are relations which are satisfied by spin operators. The 
T's find simple expression as 


(5.33) Tio = Nm = in, Tr . 


Thus, one can see that if, and only if, there exists a real variable which 
possesses only two precisely measurable values and there exists a unitary 
translation operator which can act upon this variable, there exists then two 
new physical variables which anti-commute with this variable and each other. 
(See Appendix C). 


6. — Remarks. 


The present paper ha» been concerned with certain formal aspects of clas- 
sification. It has attempted, heuristically, to associate what may be termed 
the logical characteristics of classification with the complicated procedures 
involved in the physical act of measurement. It covers, therefore, much the 
same subject matter which has been treated so well in the basic work of 
VON NEUMANN and others (8). However, an essential result of the present 
paper has been to display explicitly (albeit in a formal manner) those features 
of a measurement process which result in an essential alteration of the system. 
Such measurement processes have been associated with conversion operators (2°). 

Under certain conditions, the existence of these operators enables one to 
infer the possible existence of measurable quantities possessed by a physical 
system which are «new », in the sense that measured values of these quan- 
tities cannot be classified in terms of the values ascribable to those variables 
which are presumed to describe the system completely. Under more restrictive 
conditions—which, nevertheless, appear to be satisfied by physical systems— 
the existence of «new » variables which satisfy a Heisenberg commutation 
relation with « old » variables can be inferred. Likewise, the relations satisfied 
by spin-operators can be deduced. Still other « new » variables may be con- 
structed, but the two which have been mentioned illustrate the relation of 
the «new » to the « old »—results which are, nevertheless, well-known. 

The existence of conversion operators has the important consequence that, 
except under rather drastic restrictions, any intended classification of a phy- 
sical system is necessarily an incomplete one (17). In fact, if any classification 
operator has associated with it more than one conversion operator these re- 
strictions are not satisfied. Such is the case, for example, when both a con- 


(2) It should be noted that the material in this paper, and especially the conversion 
operators, has some points of contact with Schwinger’s work on the algebra of measu- 
rements. See, for example, J. ScHwINGER: National Bureau of Standards Report 2188, 
Dee. 1952. 
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version operator and its adjoint exist (in the sense of a meaningful application 
to the wave function of a system). 

One cannot fail to note that the consequence of «incompleteness » bears 
a resemblance to Gédel’s important theorem regarding undecidable propo- 
sitions (2°). The similarity appears to be more than superficial. The Gédel 
theorem refers to a class of algebras which involve Boolean operations, quan- 
tifications and transformations, the latter two operations being performed 
upon the elements of the Boolean algebra (27). The transformation operations 
have their counterpart in the conversion operators of the present paper, as 
indicated in Sect. 3. However, the conclusion reached here depends for its 
validity in the realm of physics upon the existence of a physical counterpart 
of these entities; the GOdel theorem is not thus restricted. 

One may note a serious omission in the treatment of the present paper: 
the description of the temporal behaviour of physical systems has received 
no significant attention. This omission has been deliberate, however. It is 
intended that a future paper will deal with the dynamical aspects of classi- 
fication. The present paper is also deficient in making no mention of relati- 
vistic restrictions upon the measurement process. 

Perhaps the greatest shortcoming of the present paper is its heuristic ap- 
proach—it offers no real direction as regards applicability. Fortunately, how- 
ever, such direction is suggested by FUKUDA (28) in a recent paper. In part- 
icular, the model operators of Fukuda can be seen to have precisely the form 


and properties of the most general classification operator. 


* Kk = 


I wish to acknowledge my indebtedness to Dr. O. GOLDMAN and to 
Dr. S. S. SCHWEBER for the many helpful discussions they have had with me 
on the subject matter contained herein. 


APPENDIX A 


It will be shown that any given idempotent operator is uniquely repre- 
sented by 


(A.1) porta, 
where 
(A.2) a=n=n, 


(3) K. GòpEL: Monats. f. Mathm. uw. Phys., 38, 173 (1931); see, also, E. T. BELL: 
The Development of Mathematics (New York, 1945), p. 574 ff. 

(27) See, for example, P. R. HALMOS: American Mathematical Monthly, 63, 363 (1956). 

(2) N. Fuxupa: Phys. Rev., 103, 420 (1956). 
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and 
(A.3) t= (I—a)un. 
Suppose 

(A.4) 9 SF U1 = Me CS 5 
with 

| mi isa tay 

Cite, Wika te dao bib: 

(A.5) sari 


2 
% = (I—am)um, 
) 


| t = (I—a7,)um . 


Then 
(A.6) pa = bisi 
Since 

(mu=%n, Tall == Ty; 
(A.7) j and 

| VETRO MASS 
it follows that 
(A.8) TT, = IU Tbs ’ and mf) — ITT, . 
Hence 

Hr = Ma, 
(A.9) 
[Peete q.e.d 
Now 

(A.10) pipa Tre 
and since 
(A.11) tig are = tT, 


a representation may be found in which u'u, 7 and t't can be diagonalized 
simultaneously. If t is a null operator then, clearly, the diagonal elements 
of wi are those of a (which are zero or unity) and do not exceed unity. On 
the other hand, if the diagonal elements of u'u do not exceed unity 


(A.12) 1> (Wu) = Tax + (TC) ee > Wie 5 


since (T'7),, is positive definite. For all of those 7,, = 1, it must follow 


that (7°), vanishes. But then it must follow that 


OS alr ryt" 5 
or 


(A.13) T=0. 


Hence, the diagonal elements of w*w never exceed unity if, and only if, 
pu is hermitian (i.e. x). 
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The form of the conversion operators t, is restricted if both tir, and 7,7! 
are restricted to be elements of the same complete-irreducible Boolean algebra. 

One of these restrictions is already satisfied. [See eq. (3.6)]. For 7,7! to 
be an element of the algebra, there must be a 7 # è for which 


+ È ane 
(B.1) TU jT Ty = Tit; = Tj y 


since z,; is a minimal element. As a result, there must exist a conversion 
operator associated with a; of the form 


(B.2) Tji = IjTti = IjTii ) 


making use of eq. (3.1). Clearly, 


(B.3) (Ti)? = 0 and Tt = ITj 5 
Hence 
(B.4) Tita = TNT ey = MT Ty TH) TIM: 


— (maiatati (ara) 


Il 


(title) ; 


or t1,7;; is a projection. In order that the Boolean algebra be irreducible and 
complete there must exist a k~j for which 


(B.5) Ty (THT) == (tit; = Ik - 


By the second of eq. (B.4) one obtains % = 1. 
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Suppose, now, that there exists another minimal element which satisfies 
eq. (B.1). Then, following the previous argument, one concludes that there 
must exist a conversion operator associated with, say, 7, of the form 


(B.6) Tri = ti, 
with 
(B.7) Tuli = Ti» 
and 
(B.8) Tilia = Mm 


Then, using eq. (B.1) for 7, and 2;, (j #1), 

(B.9) astratta, = 0. 

From tit; = x; and from eqs. (B.2) and (B.6), one obtains 

(B.10) Tuwtipe= On 

Postmultiplying by t,,; and using eqs. (B.2) and (B.8), one obtains 


(B.11) C= 0, 
contrary to hypothesis. 

Thus the conversion operators associated with the minimal elements of a 
complete-irreducible Boolean algebra are restricted to, at most, pairs of the 
minimal elements. These pair-wise conversion operators will be termed minimal 
conversion operators. 


APPENDIX C 


Consider a Boolean algebra which contains the two minimal elements 97, 7, 
with the associated minimal conversion operators t,, and ti. It is readily 
verified, in view of the properties of the operators, that the most general 
projection operator which can be constructed from the elements is 


(GAY E amy, +1 a) A Voll = a){exp [in|t19 + exp[— inleto}; 


where a, 4 are real, 0<a <1, but are otherwise arbitrary. For each such 
projection there exists a complementary projection 


(C.2) &=I-g=(1—- am + ar — Vall i) {exp [in }tio+ exp[— in|tio} E 


0.3 <—- 
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Consider, now, the variables 


X = Ni; 
Y=¢-0' 

Then 

(C.3) XY+ YX = 2(2a—1)I. 


For another projection operator È of the form (C.1), but with parameters a,, 7. 
one may construct the variable Z = È — €’ and obtain 


(0.4) MZ 7X2 IGA TL 


and 


(C.5) YZ + ZY={2(2a —1)(2a, —1) + 8 cos (y —m) V aa, (1 —a)(1 —a,) tT. 


When a =a, = } and (7 —7,) = (2n + 1)z/2 (n integral) the equations of 
C i . 4 / t . . i Si 

Sect. 5 are obtained. Moreover, it is easy to express X, Y,Z each as a linear 
comhination of the quantities (introduced in Sect. £) 


| 
(0.6) I S, = vo sa Tio 9 
l 1 


whereupon, for example 
(07) Z = (2a, —1)X+2/a(1—a){aS + BT,}, 


in which « + if = exp[— i]. One sees, from (0.7), that no further (linearly 
independent) variables of the form of X can be added to (C.6) which will 
anticommute with the members of this set and each other. 
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